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Resumo 
O setor da eletricidade tem vindo a sofrer importantes reestruturações em diversos 
países, nomeadamente Portugal. Este sector antigamente associado a um regime de 
monopólio, é agora um negócio aberto e mais descentralizado, regendo-se por leis de 
mercado. 
Em Portugal, a produção de energia eléctrica é parcialmente realizada através de grandes 
aproveitamentos hidroeléctricos. A gestão deste tipo de aproveitamentos pode ser bastante 
complexa não só devido às incertezas associadas à previsão das afluências e aos preços de 
mercado, mas também devido à interligação de aproveitamentos instalados no mesmo curso 
de água e à possibilidade de efetuar bombagem, processo este que se revela fundamental e 
imprescindível para uma correta gestão dos recursos hídricos. 
Por todas as razões mencionadas e devido ao benefício económico associado à exploração 
deste tipo de centrais, surge a necessidade de desenvolver metodologias de otimização como 
forma de realizar o planeamento destes recursos, pretendendo-se encontrar um ponto ótimo 
entre caudais turbinados e bombados, por forma a que leve a um maximização do lucro 
obtido. 
Nesta dissertação foi então implementado um modelo de otimização baseado no 
Evolutionary Particle Swarm Optimization – EPSO - para resolver o problema referido, de 
forma a estimar a remuneração das centrais hídricas, através da otimização da produção de 
energia elétrica em ambiente de mercado. Os resultados obtidos permitem afirmar que 


















The electricity sector has been undergoing major restructuring processes in several 
countries, including Portugal. This sector, formerly associated with vertically integrated 
monopolies, is now an open business more decentralized and governed by competition laws. 
In Portugal, power generation is partially made through large hydroelectric plants. The 
management of such plants can be quite complex not only because of the uncertainties to 
forecast inflows and market prices, but also due to the interconnection between the plants 
in the same watercourse and the pumped-storage, which is fundamental and indispensable to 
achieve a proper management of water resources. 
For all the above reasons and because of the economic benefit associated with the 
operation of such plants, there is a need to develop optimization models so that one can 
identify the most adequate schedule to use water to generate electricity and to use 
electricity to pump water upstream leading to the maximization of the profit. 
This dissertation focused on implementing an EPSO-based optimization model to solve 
the above problem, trying to estimate the hydro plants' yield by optimizing the production 
of electricity in a market environment. The results lead us to believe that the EPSO-based 
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  Capítulo 1
Introdução 
Considerações gerais 1.1 - 
 
A otimização dos Sistemas Elétrico de Energia é uma área bastante importante e, como 
tal, uma preocupação constante por parte das empresas ligadas ao setor elétrico. A sua 
enorme importância no dia-a-dia e a sua enorme complexidade, fazem com que existam 
inúmeros estudos relativamente ao planeamento da expansão e da operação dos Sistemas 
Elétricos de Energia. 
A exploração dos Sistemas Elétricos de Energia tem vindo a alterar-se com o 
desenvolvimento dos Mercados de Eletricidade. Devido a esse efeito, surgiu a necessidade de 
desenvolver metodologias por forma a responder da melhor forma às necessidades das 
empresas para que estas respondam de maneira eficiente a este novo desafio. 
A produção de eletricidade através de aproveitamentos hidroelétricos apresenta várias 
particularidades. A energia primária resultante das afluências não é constante e apresenta 
uma característica aleatória. Assim, a produção de uma central hídrica fica dependente da 
hidraulicidade e da sua capacidade de armazenamento. Contudo, isto pode levar a que a 
água afluente não fique disponível na totalidade uma vez que, por um lado, a capacidade de 
armazenamento da albufeira depende dos seus limites de operação, da retirada de água para 
regas e consumos, dos caudais ecológicos, entre outros e, por outro lado, existe o risco de 
descarregamento uma vez que a distribuição das afluências ao longo do tempo não é 
constante, sendo esta normalmente concentrada durante determinados meses, sobretudo nos 
de maiores pluviosidade. Esta situação pode levar a que parte da energia primária seja 
perdida por descarregamentos devido à capacidade limitada de armazenamento. Existe ainda 
a interdependência entre aproveitamentos hídricos quando interligados em cascata, 
partilhando o mesmo curso de água. 
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Assim, cabe às empresas produtoras de energia elétrica decidir produzir a partir dos 
aproveitamentos hídricos e menos por via térmica de modo a poupar combustível. Esta 
situação poderá originar custos de produção mais baixos a curto prazo mas, caso as afluências 
sejam reduzidas no futuro, poderá originar custos de produção mais elevado a médio prazo. 
Por sua vez, optar mais por energia de origem térmica, poderá originar a acumulação de água 
em excesso originando descarregamentos nas albufeiras e perda da energia armazenada.  
Objetivos e campo de aplicação 1.2 - 
O objetivo deste trabalho consiste em implementar uma ferramenta computacional que 
permita realizar o planeamento operacional horário de um conjunto de centrais hídricas, 
considerando a não linearidade entre potência, o caudal e a queda, em ambiente de 
mercado, e calculando a remuneração associada. Inclui ainda a possibilidade de os grupos 
realizarem bombagem. A aplicação a desenvolver é baseada no algoritmo do Evolutionary 
Particle Swarm Optimization – EPSO - e deverá ser capaz de efetuar o planeamento da 
operação de curto prazo. 
A aplicação desenvolvida permite realizar a otimização de um conjunto de centrais 
hídricas tendo em consideração alguns fatores: 
 efeito não linear da relação entre a queda, o caudal e a potência; 
 inclusão de grupos reversíveis com bombagem; 
 as centrais hídricas são encaradas como “price takers” considerando-se que os 
preços de mercado são dados de entrada. 
Uma boa gestão dos sistemas hídricos é determinante num ambiente concorrencial para 
as empresas produtoras de energia elétrica pelo beneficio económico que pode acrescentar 
quando a exploração dos recursos hídricos é realizada de forma ótima.  
O campo de aplicação desta ferramenta ocorre na ajuda à decisão em empresas que 
possuam centrais hídricas uma vez que, devido às dificuldades que um problema deste género 
apresenta, o aumento das preocupações ambientais e a escassez dos recursos naturais, obriga 
as empresas a operarem com a máxima eficiência. Assim, este conjunto de fatores 
constituem uma motivação acrescida para o estudo do problema, visando atingir o melhor 
desempenho das decisões tomadas. 
 
Enquadramento geral  3 
3 
Enquadramento geral 1.3 - 
1.3.1 - O produto Eletricidade 
É inegável o papel fundamental que a eletricidade representa nas nossas vidas desde a 
produção de bens que consideramos essenciais até ao papel fundamental que representa no 
nosso quotidiano. Por esse motivo e devido ao impacto que este produto apresenta na 
sociedade, é exigido um elevado nível de segurança, qualidade e um elevado grau de 
fiabilidade. 
Seguidamente apresentam-se algumas características da eletricidade que motivam a 
otimização dos sistemas elétricos de energia, assim como o funcionamento dos mercados de 
eletricidade, os quais apresentam algumas caraterísticas muito especiais que não podem ser 
negligenciadas: 
 não tem capacidade de ser diretamente armazenada, pelo que a oferta deve 
igualar exatamente a procura em cada instante; 
 a energia elétrica circula nas linhas e noutros componentes dos sistemas elétricos 
respeitando leis físicas rígidas, as Leis de Kirchoff; 
 a sua procura varia diariamente, semanalmente, mensalmente e até de ano para 
ano consoante os ciclos económicos e meteorológicos; 
 a potência instalada, quer de produção quer de transmissão, necessária para 
fazer face aos períodos de maior consumo (ponta), fica sub utilizada nos períodos 
de menor consumo (vazio); 
 existe a necessidade da presença de serviços auxiliares de sistema, assegurando a 
regulação de frequência e controlo de tensão, bem como diversos níveis de 
reservas para o correto funcionamento do sistema; 
 exige a necessidade de possuir potência excedentária para compensar quer 
aumentos do lado da procura, quer flutuações do lado da produção, como por 
exemplo, associadas a energias renováveis sujeitas a uma volatilidade do recurso 
primário ou saídas de serviço de grupos produtores. 
 
1.3.2 - O valor da água 
O recurso primário das centrais hídricas, a água, tem um valor variável ao longo do 
tempo. Atualmente este valor depende das transações de energia ocorridas em mercado 
sendo que, caso nada fosse definido sobre o valor da água, o resultado do problema de 
otimização poderia ser o de turbinar o máximo de água possível enquanto esta estivesse 
disponível na albufeira. 
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O preço horário obtido através do fecho do Mercado de Eletricidade depende tanto da 
procura de energia como da oferta, estando estas duas vertentes do problema dependentes 
de alguns fatores como a sazonalidade do consumo, os preços dos combustíveis, entre outros. 
O valor da água, é traduzido pelo custo de oportunidade que surge das transações de 
energia resultantes da exploração de uma central hídrica, ou seja, o valor da água traduz a 
vantagem económica que se obtém quando se decide manter a água na albufeira para a 
utilizar num período em que o preço de mercado seja superior. Contudo, o tratamento 
conferido à água não é simples uma vez que, por um lado, armazenar a água para turbinar 
em períodos de preço mais favorável poderá originar possíveis descarregamentos 
independentemente do seu valor e, por outro lado, o valor dos caudais das centrais 
apresentam limites de funcionamento. Assim, o planeamento da exploração de uma central 
hídrica acarreta algumas dificuldades pois é necessário avaliar o benefício da utilização ou da 
não utilização da água. 
Organização do texto 1.4 - 
O documento que agora se apresenta está organizado em seis capítulos. No presente 
capítulo, Introdução, é feita uma breve discrição dos objetivos do trabalho, a motivação e o 
seu campo de aplicação. É feito ainda um enquadramento geral da temática em que são 
expostos alguns aspetos relacionados com o tema desta tese. 
No segundo capítulo, Contextualização e Estado da Arte,  descreve-se o panorama atual 
do setor elétrico, fazendo uma abordagem aos Mercados de Eletricidade, aos aspetos 
construtivos e de funcionamento das centrais hídricas. Por último, é apresentada uma 
pesquisa sobre trabalhos que têm vindo a ser realizados relacionados com o problema em 
questão. 
No terceiro capítulo, EPSO, é feita uma abordagem ao método a ser aplicado para 
resolver o problema de otimização que será formulado expondo os seus parâmetros e 
princípio de funcionamento para que se possa implementar num problema de otimização. 
No quarto capítulo, Descrição do Problema e Modelos de Abordagem, é apresentada a 
formulação matemática do problema, com a função objetivo, as suas restrições, variáveis e 
parâmetros. É ainda feita uma abordagem aos modelos desenvolvidos. 
No quinto capítulo, Aplicação da Metodologia, é feita uma descrição do procedimento 
utilizado no estudo do problema apresentado os resultados obtidos e tecendo as devidas 
conclusões retiradas da análise desses resultados. 
 Finalmente, o sexto capítulo apresenta as conclusões mais relevantes e sugere algumas 
linhas de desenvolvimento futuro. 
  
 
  Capítulo 2
Contextualização e Estado da Arte 
Considerações Gerais 2.1 - 
A otimização em Sistemas Elétricos de Energia tem ganho novos motivos de interesse com 
as reestruturações operadas em diversos países. O aparecimento dos mercados de 
eletricidade, bem como a necessidade de as empresas operarem a um nível de eficiência 
máxima de modo a serem competitivas, fez com que novos problemas tenham surgido, assim 
como a necessidade de desenvolver aplicações computacionais que satisfaçam essa 
necessidade tal como referido em [1].  
Devido ao aumento de dimensão e dada a sucessiva complexidade que um SEE apresenta, 
a sua otimização envolve a satisfação de todas as solicitações de carga, devendo então o 
fornecimento de energia ser realizado com a melhor qualidade de serviço e respetivas 
condições de segurança. 
Com o desenvolvimento dos mercados de eletricidade e com a possibilidade de 
concorrência, as empresas têm hoje em dia de encarar os seus investimentos com uma maior 
racionalidade, quer maximizando os seus recursos, quer otimizando os seus investimentos 
sempre com o objetivo de maximizar as receitas. Assim sendo, o recurso a ferramentas 
matemáticas e computacionais tem sido cada vez mais comum, pois o nível de complexidade 
dos problemas ultrapassa largamente o empirismo e a capacidade humana [2].  
Em Portugal, cerca de 50% da energia elétrica gerada é produzida através de energias não 
renováveis, o que levanta dúvidas quanto à sustentabilidade desta situação uma vez que nos 
torna dependentes de matérias-primas finitas e cujos preços são voláteis. A crescente 
consciencialização relativa a preocupações com o meio ambiente também tem uma influência 
importante quando se discutem os benefícios da aposta em energias renováveis. 
Desde sempre Portugal foi um país com uma forte componente hídrica, tendo investido ao 
longo dos anos neste tipo de produção de energia elétrica. Assim, em anos em que a 
pluviosidade é mais elevada a energia hídrica consegue assegurar uma fatia importante da 
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produção de energia elétrica. Nestas condições, tem-se verificado um crescente interesse em 
desenvolver ferramentas que permitam uma melhor gestão e coordenação dos recursos 
hídricos não só relacionando os mesmos num determinado curso de água, mas também 
promovendo a maior coordenação entre as unidades hídricas e as térmicas.  
Organização do sector elétrico 2.2 - 
A atividade de produção de eletricidade, assim como o seu transporte e distribuição até 
aos consumidores, iniciou-se no final do século XIX e, desde essa altura, o sector conheceu 
muitas transformações. Na sua fase inicial, o sector elétrico era formado por redes elétricas 
de pequena potência e extensão geográfica reduzida devido não apenas ao valor diminuto das 
potências e cargas envolvidas, mas também às tecnologias então disponíveis [3]. 
Com o aumento das potências envolvidas, com a exploração de recursos hídricos e com as 
centrais afastadas dos centros onde a energia era consumida, tornou-se necessário criar redes 
de transporte capazes de suportar estes aumentos de potência. Assim, passou-se de sistemas 
pequenos para sistemas mais complexos.  
Em Portugal e até 1975, o sector elétrico encontrava-se organizado em termos de 
concessões atribuídas a entidades privadas. Em 1975 ocorreu a nacionalização e a integração 
vertical (Figura 2.1) do setor com a criação da EDP, EP, posteriormente transformada em 
EDP, SA, sendo já nos anos 80 que se completou o esforço de eletrificação rural [3].  
 
 
Figura 2.1 - Estrutura verticalmente integrada do sector elétrico [3]. 
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Com a liberalização do setor elétrico, esta estrutura sofreu alterações sendo divididos as 
suas várias componentes. Alguns sectores foram concessionados pelo estado, enquanto que  
outros foram abertos à concorrência. Assim, e de acordo com [5], distinguem-se cinco 
atividades principais no sector elétrico nacional tal como se indica em seguida: 
Produção A produção de eletricidade está sujeita a licenciamento e divide-se 
em dois regimes: 
 Regime especial: corresponde à produção de 
eletricidade a partir de fontes endógenas e renováveis 
(exceto grandes centrais hidroelétricas) e a cogeração; 
 Regime ordinário: abrange todas as outras fontes, 
incluindo as grandes centrais hidroelétricas 
desenvolvendo-se em regime de concorrência; 
A energia produzida nos centros eletroprodutores, nomeadamente 
nos de maior potência, é entregue à rede de transporte, que a canaliza 
para as redes de distribuição que, por sua vez, a veiculam até às 
instalações dos consumidores. Uma parte da energia produzida, 
nomeadamente a proveniente das unidades em regime especial, é 
injetada diretamente nas redes de distribuição de média e alta tensão 
em função da tecnologia de produção associada.  
Transporte A atividade de transporte de eletricidade é desenvolvida através da 
Rede Nacional de Transporte (RNT) em alta e muito alta tensão, ao 
abrigo de uma concessão exclusiva atribuída pelo Estado Português à 
REN. No âmbito desta concessão atribuída por 50 anos, com início em 
2007, a REN é responsável pelo planeamento, implementação e 
operação da rede nacional de transporte, da infraestrutura associada e 
de todas as interconexões e outras facilidades necessárias à sua 
operação. A concessão também prevê que a REN coordene a gestão 
técnica global do Sistema Elétrico Nacional (programação e 
monitorização constante do equilíbrio entre a oferta das unidades de 
produção e a procura global de energia elétrica) para garantir a 
operação integrada e eficiente do sistema e, bem assim, a continuidade 
e a segurança do abastecimento de eletricidade. A RNT assegura o 
escoamento da energia elétrica produzida nas centrais eletroprodutoras 
até às redes de distribuição, as quais conduzem essa energia até às 
instalações dos consumidores finais, existindo alguns casos em que estes 
consumidores (grandes consumidores) estão ligados diretamente à rede 
de transporte, por questões técnicas e económicas. A rede de transporte 
está igualmente interligada com a rede espanhola em vários pontos do 
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território nacional, permitindo a realização de trocas de eletricidade 
com Espanha. 
Distribuição A distribuição de eletricidade é realizada através da Rede Nacional 
de Distribuição (RND) em média e alta tensão e das redes municipais de 
distribuição, em baixa tensão. No caso da RND, a atividade é regulada e 
é exercida através de concessão atribuída pelo Estado Português à EDP 
Distribuição. No caso das redes de baixa tensão, a atividade é exercida 
ao abrigo de contratos de concessão firmados mediante concursos 
públicos lançados pelos municípios, os quais estão atribuídos na quase 
totalidade à EDP Distribuição, com exceção de 10 pequenas 
cooperativas. 
Comercialização A comercialização de eletricidade está aberta à livre concorrência, 
sujeita apenas a um regime de licenciamento, pelo que os 
comercializadores podem comprar e vender eletricidade livremente, 
acedendo às redes de transporte e distribuição mediante o pagamento 
de tarifas de acesso fixadas pela ERSE. 
Atualmente, exercem atividade em Portugal os seguintes 
comercializadores em regime de mercado (tarifa de energia e de 
comercialização não reguladas): EDP Comercial, EGL Energía Iberia, 
Endesa, Galp Power, Iberdrola, Unión Fenosa Comercial e Fortia (desde 
Março de 2010). 
Paralelamente, existe a figura do Comercializador de Último Recurso 
(CUR), cuja finalidade consiste em garantir o fornecimento de 
eletricidade aos consumidores, em condições de qualidade e de 
continuidade do serviço, cobrando a tarifa regulada. Esta função é 
desempenhada pela EDP - Serviço Universal, S.A. e pelas 10 pequenas 
cooperativas já referidas. De acordo com o DL 104/2010 de 29 de 
Setembro, a partir de 01 de Janeiro de 2011 as tarifas reguladas de 
venda de eletricidade a clientes finais com consumos em MAT, AT, MT e 
BTE foram extintas, aplicando-se a estes clientes uma tarifa de venda 
transitória agravada, caso os mesmos não tenham contratado em 
mercado livre. Assim, as tarifas reguladas apenas continuaram a ser 
aplicáveis aos clientes com potências contratadas até 41,4 kW. Até ao 
final de 2012 os clientes em BTN são igualmente abrangidos por este 
processo. 
Consumo Os consumidores são livres de escolher o seu fornecedor, podendo 
adquirir eletricidade no mercado regulado e no mercado liberalizado. 
Tabela 2.1 - Quadro resumo da cadeia de valor do setor elétrico em Portugal. 
Organização do sector elétrico  9 
 
 
Como podemos observar pela Tabela 2.1, os únicos setores abertos à concorrência são a 
produção e a comercialização. As atividades de transporte e de distribuição são asseguradas 
em exclusividade em concessão do estado português à REN e à EDP, respetivamente. 
Tal como é referido em [5], constitui objetivo fundamental das atividades que integram o 
Sistema Elétrico Nacional (SEN), a disponibilização de energia elétrica em termos adequados 
às necessidades dos consumidores, quer qualitativa quer quantitativamente, a concretizar 
com base em princípios de racionalidade e eficiência dos meios a utilizar em todas as 
atividades que integram o setor elétrico, desde a produção de eletricidade até ao seu 
fornecimento ao consumidor final.  
A energia elétrica, constituindo-se como um bem essencial, está sujeita a obrigações de 
serviço público, da responsabilidade de todos os intervenientes do setor elétrico, de entre as 
quais se destacam:  
(i) a segurança, a regularidade e a qualidade do seu abastecimento;  
(ii) a garantia da universalidade de prestação do serviço; 
(iii) a garantia da ligação de todos os clientes às redes; 
(iv) a proteção dos consumidores designadamente quanto a tarifas e preços. 
 A todos os intervenientes nas diversas atividades que dinamizam a indústria da 
eletricidade são assegurados:  
(i) liberdade de acesso ao exercício das atividades;  
(ii) não discriminação;  
(iii) igualdade de tratamento e de oportunidades;  
(iv) imparcialidade nas decisões;  
(v) transparência e objetividade das regras e decisões;  
(vi) acesso à informação e salvaguarda da confidencialidade da informação comercial 
considerada sensível e  
(vii)liberdade de escolha do comercializador de eletricidade. 
Nos gráficos seguintes podemos apreciar a evolução da produção e consumo de energia 
elétrica em Portugal. Tem-se assistido a um aumento gradual da potência instalada em 
Portugal assim como ao aumento do uso de energias renováveis. Nas figuras seguintes, 
podemos observar a sua evolução (Figura 2.2) e como se verifica a distribuição da sua 
utilização (Figura 2.3).  




Figura 2.2 - Evolução do uso de energia em Portugal. 
Sensivelmente até 2010 assistimos não só a um aumento da produção de energia elétrica 
mas também a um aumento da produção em parques eólicos, que representava em 2010 
62,4% do total de potência instalada em PRE. Quanto à energia hidráulica, não ocorreu 
nenhuma alteração significativa de 2006 a 2010. No que toca à energia térmica, é relevante 
salientar o aumento da potência de centrais com utilização de gás natural, em detrimento 
das demais, devido à reconversão que tem sido feita ao longo dos últimos anos e ao 
investimento em novas centrais de ciclo combinado [6].  
Esta evolução da potência instalada, está associada a um progressivo aumento do 
consumo, com exceção dos anos mais recentes devido à crise económica que o país tem vindo 
a enfrentar. Assim, apresenta-se de seguida a distribuição do consumo de energia elétrica em 
Portugal por setor no ano de 2010.  
 
 





Figura 2.3 - Distribuição do uso de energia elétrica em Portugal em 2010(fonte DGEG). 
 
Como podemos observar, mais de metade da energia elétrica é usada pelos transportes e 
pela indústria. Por sua vez, os consumidores domésticos têm vindo a aumentar 
significativamente o seu consumo de energia. 
Comparativamente, e conforme podemos observar na figura seguinte, as energias 
renováveis reduziram um pouco a sua participação na energia elétrica total produzida de 
2010 para 2011 ao contrário do que se tinha verificado de 2009 para 2010. Esta situação é 
facilmente explicável pelo facto de este tipo de energia não ser "previsível", isto é, não a 
conseguimos utilizar sempre que queremos, devido a estar dependente da disponibilidade de 
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Figura 2.4 -  Produção de energia elétrica em 2010 e 2011, discriminada por tipo de 
energia. 
Em termos de capacidade, a potência hidroelétrica instalada em Portugal, no final de 
2010, era de 4.578 MW o que representa 25,5% da potência total instalada em Portugal, sendo 
responsável, em ano médio, pela satisfação de 27,5% do consumo de energia elétrica. 
Relativamente ao tipo de centrais hídricas em Portugal verifica-se praticamente uma 
paridade da potência instalada entre centrais de albufeira e centrais a fio de água tal como 
se pode verificar na Figura 2.5. 
 
 
Figura 2.5 - Peso de cada um dos tipos de centrais hídricas em 2010. 
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O Plano Nacional de Barragens de Elevado Potencial Hidroelétrico insere-se nas políticas 
governamentais consubstanciadas na Estratégia Nacional para a Energia 2020 (ENE 2020), 
tendo como objetivo aumentar a potência instalada em centrais hidroelétricas até àquela 
data em cerca 2000 MW, contribuindo desta forma para o cumprimento do objetivo 
estabelecido pelo Governo em termos de produção de energia com origem em fontes 
renováveis para o ano 2020. Assim, prevê-se que a potência instalada ascenda a mais de 
7.000 MW  em 2020 [2]. 
 
 
Mercados de Eletricidade  2.3 - 
Uma das formas de relacionamento entre empresas produtoras, por um lado, e 
comercializadores ou clientes elegíveis, por outro, corresponde aos mercados centralizados, 
habitualmente conhecidos como mercados em Pool. Estes mercados integram ou administram 
mecanismos a curto prazo, nos quais se pretende equilibrar a produção e o consumo através 
de propostas comunicadas pelas entidades produtoras, por um lado, e pelos 
comercializadores e consumidores elegíveis, por outro. Este tipo de mercados funciona 
normalmente no dia anterior àquele em que será implementado o resultado das propostas de 
compra/venda que tiverem sido aceites. Neste sentido, na literatura de língua inglesa estes 
mercados são também conhecidos como Day-Ahead Markets ou Mercados Spot de energia 
elétrica [3]. Estes mercados poderão ser simétricos ou assimétricos, voluntários ou 
obrigatórios.  
 
Figura 2.6 - Funcionamento de um Pool Simétrico [3]. 
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As versões   mais frequentes de mercados spot de energia eléctrica referem-se a 
mecanism s simétri s, no sentid  que há possibilidade d  tran mitir ofertas de compra 





Figura 2.3 – Funcionamento de um Pool simétrico (Saraiva, et al., 2002). 
 
O operador de mercado organiza as propostas recebidas construindo curvas de oferta de 
venda e de compra e realizando um despacho económico baseado em preços  e não  em 
custos. Estas ofertas podem ser mais ou menos complexas, mas incluem tipicamente o 
preço  e a quantidade disponível. No final, e se o despacho for viável   tecnicamente, os 
geradores são   pagos e as cargas pagam o denominado Market Clearing Price que 
corresponde ao preço de encontro de mercado. Os geradores que oferecerem acima 
desse preço   e as cargas abaixo desse preço   não   serão   despachados no mercado. A  
Figura 2.3 ilustra este mecanismo de mercado para uma hora ou meia hora do dia 
seguinte.   
 
Outra possibilidade de organizar os mercados corresponde ao modelo assimétrico. Neste 
caso, apenas as ofertas de venda são   apresentadas sendo a procura normalmente 
modelizada por previsões  de carga. Na prática, admite-se que a carga é  inelástica  e que 
se encontra apta a pagar qualquer preço.   Este modelo assemelha-se ao modelo 
monopolista tradicional e os preços  finais são  fortemente influenciados pelas ofertas de 
venda, pelo nível   de procura, e pela ocorrência   ou não   de saídas   de serviço   dos 
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No Pool Simétrico, tanto a oferta como a procura apresentam propostas de compra e de 
venda. O Operador de Mercado, organiza as propostas recebidas construindo assim curvas 
agregadas de ofertas de venda e de compra. O Pool Simétrico funciona tanto melhor caso o 
número de agentes seja elevado e se nenhum destes dominar uma parcela muito elevada da 
oferta ou da procura. Como se pode ver na Figura 2.6, as curvas de oferta de venda são 
dispostas por ordem crescente dos preços oferecidos enquanto as de oferta de compra são 
dispostas por ordem decrescente de preço. Por último, é feito um despacho centralizado 
baseado em preços. Caso haja viabilidade do despacho, os geradores recebem e as cargas 
pagam o preço de mercado denominado de Market Clearing Price. Os geradores e as cargas 
que ofereçam acima ou abaixo desse preço, respetivamente, não serão despachados no 
mercado. A quantidade de energia despachada denomina-se de Quantidade Negociada 
(Market Clearing Quantity). 
 
Por sua vez, o mercado diário poderá estar organizado de tal forma que apenas permite a 
apresentação de propostas de venda de energia. Este modelo é designado por assimétrico e 
assume que a carga é inelástica, ou seja, pagará qualquer preço que resulte de um bom 
funcionamento do mercado. Neste caso, os preços finais são bastante influenciados pelas 
ofertas de venda, pelo nível de procura e pela ocorrência ou não de saídas de serviço dos 
geradores [1]. 
 
Figura 2.7 - Funcionamento de um Pool Assimétrico [3]. 
A Figura 2.7 apresenta uma ilustração do funcionamento deste tipo de mercado. Como 
podemos ver, as propostas de venda são semelhantes às do Pool Simétrico, não havendo 
propostas de compra. Por exemplo, para uma potência Q2 a alimentar num dado intervalo de 
tempo, deverá ser pago o preço de PM2.  
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deste tipo de mercado, onde se podem observar as propostas de venda e a previsão  da 
carga para três   períodos   horários   diferentes em que existem previsões   de carga 





Figura 2.4 – Funcionamento de um Pool assimétrico (Saraiva, et al., 2002). 
 
Estes modelos podem ser ainda definidos como Obrigatórios   ou Voluntários.   Esta 
terminologia decorre da existência ou não  de dispositivos legais que tornam obrigatória  
a ofertas de propostas quer de compra quer de venda. A título de exemplo, até  ao ano 
2000, em Inglaterra e Gales a organização do mercado era do tipo assimétrico e 
obrigatório.  A existência  desta obrigatoriedade torna o Pool numa super entidade que 
actua como intermediário  financeiro entre a totalidade da produção e do consumo. Esta 
estrutura é  normalmente designada por Comprador Único  mais conhecida como Single 
Buyer, da literatura inglesa. 
 
O funcionamento de um mercado do tipo Pool  é tanto mais eficiente quanto maior for o 
número de participantes e quanto menor for a concertação  na preparação  das propostas. 
Se cada agente possuir pequenas parcelas quer de produção  quer de compra, as curvas 
de ofertas apresentarão  menos descontinuidades e terão  uma forma que é   ilustrada na 
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Estes modelos podem ser ainda definidos como Obrigatórios ou Voluntários. Esta 
terminologia decorre da existência ou não de dispositivos legais que tornam obrigatória, ou 
não, a oferta de propostas quer de compra quer de venda. 
 
 
Aproveitamentos Hidroelétricos  2.4 - 
As centrais hidroelétricas são instalações nas quais a energia potencial e cinética da água 
é transformada em energia elétrica.  
Podemos também falar de outro tipo de energia criada a partir da água, como o caso do 
aproveitamento da energia maremotriz que utiliza a movimentação da água dos oceanos. 
A água contida na albufeira é conduzida por um circuito hidráulico para uma central, 
onde a energia cinética da água será utilizada para fazer girar as pás das turbinas hidráulicas, 
sendo que estas estão ligadas ao alternador e o vão fazer movimentar-se permitindo assim 
gerar energia elétrica. 
Os aproveitamentos hidroelétricos têm fins múltiplos. Não só permitem gerar energia 
elétrica como podem ser utilizados para outros fins, nomeadamente no abastecimento de 
água, amortecimento de caudais de cheia e atividades de recreio, entre outras mais-valias.  
 
  
As centrais hídricas podem ser classificadas da seguinte maneira [8]: 
 Centrais de base – destinadas a fornecer a maior parte da energia elétrica de 
forma contínua. Centrais de grande potência; 
 Centrais de ponta – Exclusivamente projetadas para cobrir a procura de energia 
nas horas de ponta. Devem poder ser colocadas em serviço rapidamente e 
também responder rapidamente às variações de carga; 
 Centrais de reserva – têm por objetivo substituir total ou parcialmente as 
centrais de base em caso de avaria ou beneficiação destas; 
 Centrais de Emergência ou Socorro – destinadas a abastecer consumidores que 
inesperadamente deixam de ser alimentados pela fonte de energia habitual; 
 Centrais de bombagem ou armazenamento – São aproveitamentos hidroelétricos 
que utilizam a energia das horas de vazio para efetuar bombagem. Fornecem 
energia nas horas de ponta. 
 
Quanto à queda, classificamos as centrais em três tipos: 
 Centrais de Alta Queda – alturas de queda superiores a 200 metros; 
 Centrais de Média Queda – alturas de queda entre os 20 e os 200 metros; 
 Centrais de Pequena Queda – alturas de queda inferiores a 20 metros. 
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Por último, quanto à sua capacidade de regularização classificam-se como [2]: 
 Centrais a fio de água - centrais hídricas com pequena capacidade de 
armazenamento, que aproveitam a afluência natural dos cursos de água para 
produzir energia; 
 Centrais de albufeira – este tipo de centrais permite o armazenamento das 
afluências naturais, para posteriormente colocar a sua potência em horas mais 
favoráveis. Estes aproveitamentos apresentam maior capacidade de valorização 
da sua energia, quando comparados com as centrais a fio-de-água; 
 Centrais de albufeira com bombagem – estas últimas são as mais rentáveis, pois 
permitem enviar ou reenviar água para a sua albufeira de modo a ter sempre 
capacidade de produção disponível. Uma central com bombagem, desde que 
disponha de água a jusante, não precisa de afluências naturais para funcionar. 
Normalmente estes aproveitamentos são denominados de centrais com grupos 
reversíveis. 
 
Tendo em conta a configuração hidráulica do sistema produtor, pode também ser 
considerada a classificação seguinte:  
 Cascata – quando os aproveitamentos estão instalados nos mesmos cursos de 
água, sendo os caudais turbinado, bombado e descarregado afluências do 
aproveitamento imediatamente a jusante;  
 Independentes – quando estão isolados hidraulicamente, apenas interligados do 
ponto de vista elétrico.  
 
O circuito hidráulico de uma central hídrica é composto por [8]: 
 Câmara de carga ou pressão – quando a diferença de cota entre a tomada de 
água e as turbinas é superior a 15 m convém que a entrada de água nas turbinas 
seja feita por meio de condutas forçadas e, para isso, deve ser prevista uma 
câmara de carga ou pressão entre o canal de adução e as condutas forçadas. Este 
elemento tem como funções distribuir a água pelas condutas forçadas, deter os 
últimos corpos flutuantes, impedir a entrada de pedras e areias nas condutas 
forçadas, criar ondas de translação no caso de fecho das turbinas e ter um volume 
suficiente para satisfazer solicitações rápidas; 
 Chaminé de equilíbrio – depósito de compensação para evitar os choques 
hidráulicos. É, basicamente, um poço vertical ou inclinado, aberto na parte 
superior e situado na conduta forçada o mais perto possível das turbinas; 
 Condutas forçadas; 
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 Câmara das turbinas – espaço destinado, numa central hidroelétrica, ao 
alojamento das turbinas hidráulicas. Pode ser aberta (pequenas quedas até 15 m) 
ou fechada (quedas maiores que 15 m); 
 Tubo de aspiração ou difusor – serve de ligação entre a turbina e o canal de 
descarga da água turbinada (importante nas turbinas Francis e Kaplan); 
 Canal de descarga – recolhe a água do tubo de aspiração e devolve-a ao rio a 
jusante em local conveniente; 
 Comportas e outros órgãos de obturação; 
 Central – local onde se encontram instaladas as turbinas e os geradores assim 
como a restante maquinaria e demais aparelhagem auxiliar necessária ao seu 
funcionamento. As centrais podem ser a céu aberto (central pé de barragem ou 
central longe da barragem) ou subterrâneas ou de caverna; 
 Turbina - Elemento primário de um sistema de produção de energia elétrica que, 
em conjunto com um gerador, utiliza a energia contida num fluido (água): 
a. Turbina de Ação – a água incide sobre a roda móvel através de jatos 
individualizados (máquinas de injeção parcial). Não funcionam imersas na 
água turbinada nem possuem tubo de aspiração ou difusor (tipo Pelton usada 
em aproveitamentos de alta queda e baixo caudal); 
b. Turbinas de Reação – trabalham no seio do fluido turbinado sendo que a água 
penetra na roda móvel por toda a periferia (máquinas de injeção total). 
Podem ser do tipo:  
i. Turbina Francis – a câmara de entrada (voluta em forma de espiral) 
encaminha a água para o distribuidor, onde é orientada da periferia 
para o eixo da turbina, caindo em seguida sobre as pás da roda dando 
origem à sua rotação por um fenómeno de reação (usada em 
aproveitamentos de média ou baixa queda); 
ii. Turbina Kaplan – também é uma turbina de reação que se diferencia 
da Francis por apresentar menor número de pás, com inclinação 
regulável e em forma de hélice (usada em aproveitamentos de baixa 
queda e grande caudal -> aproveitamentos a fio de água); 
iii. Grupos bolbo – são constituídos por uma cuba em forma de bolbo, 
totalmente submersa na água onde se aloja a turbina-tipo Kaplan de 
eixo horizontal e o alternador (são instalados muitas vezes em 
aproveitamentos de muito baixa queda). 
 
Na Figura 2.8 está representado um sistema muito simplificado onde são expostas 
algumas das variáveis associadas ao fluxo de água relacionadas com o funcionamento de uma 
central hídrica, em que j representa o intervalo de tempo considerado, aj a afluência no 
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intervalo j, Vj o volume de água armazenado no fim do período j, qj o caudal turbinado no 
intervalo j e sj é a descarga de água no intervalo j. 
 
Figura 2.8 - Representação das variáveis de fluxo de água caraterísticas de uma 
central hídrica. 
Para um curso de água com vários aproveitamentos, ou seja, em cascata, teremos: 
 
 
Figura 2.9 - Variáveis associadas ao fluxo de água sistema em cascata. 
A descarga proveniente de qualquer aproveitamento a montante pode ser considerada 
que é imediatamente sentida pelo aproveitamento a jusante, ou seja, não existe qualquer 
atraso entre o caudal de saída de um e a afluência do seguinte. Desta forma, podem-se 
escrever as seguintes equações de continuidade hidráulica: 
 
 𝑉ଵ௝ =   𝑉ଵ௝ିଵ + ൫𝑎ଵ௝ − 𝑠ଵ௝ − 𝑞ଵ௝൯𝑛௝ ( 2.1 ) 
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 𝑉ଶ௝ =   𝑉ଶ௝ିଵ + ൫𝑞ଵ௝ + 𝑠ଵ௝ − 𝑠ଶ௝ − 𝑞ଶ௝൯𝑛௝ ( 2.2 ) 
 
 𝑉ଷ௝ =   𝑉ଷ௝ିଵ + ൫𝑞ଶ௝ + 𝑠ଶ௝ − 𝑠ଷ௝ − 𝑞ଷ௝൯𝑛௝ ( 2.3 ) 
 
Nestas equações, nj representa o número de horas de cada período j. 
O volume de água armazenado num determinado reservatório dependerá quer das suas 
afluências naturais, quer do volume de água utilizado para produção de eletricidade ou de 
descarga no próprio reservatório e nos localizados a montante deste. Existe, portanto, uma 
interdependência dos trânsitos de água numa cascata de tal forma que as decisões que 
afetem o estado de um reservatório afetarão igualmente os reservatórios a jusante deste. No 
caso de existir bombagem serão igualmente afetados os aproveitamentos a montante [2]. 
 
 
Otimização da exploração de aproveitamentos hídricos 2.5 - 
 
Planear um sistema elétrico de energia apresenta-se sempre como um problema 
complexo, quer seja ao nível da produção, do transporte ou da distribuição, uma vez que é 
necessário prever certas grandezas, nomeadamente preços de mercado, consumos de 
energia, preços de combustíveis, afluências dos rios, entre outros. Assim, este exercício de  
planeamento é afetado por incerteza e risco. 
O planeamento do Sistema Eletroprodutor pode ser separado em duas grandes vertentes: 
Planeamento Operacional e Planeamento da Expansão. Abrange normalmente diferentes 
escalas temporais (curto, médio e longo prazo), e é um problema que pode envolver diversos 
critérios de decisão, muitas vezes contraditórios, como por exemplo a minimização dos 
custos, versus a maximização da segurança de abastecimento. 
No caso da otimização da operação de aproveitamentos hidroelétricos, o planeamento 
operacional corresponde à definição da estratégia ótima para a colocação da energia 
disponível, num espaço de tempo que vai de um dia até uma semana, enquanto o 
planeamento da expansão está relacionado com o estudo de novas centrais, ou de reforços de 
potência com horizontes temporais de vários anos. Estes estudos podem ter diversos 
objetivos, desde a minimização de custos, a satisfação dos clientes, a maximização da 
segurança de abastecimento e a qualidade de serviço, entre outros [1].  
 Nos aproveitamentos hidroelétricos, a energia primária é a água resultante das 
afluências e/ou da bombagem. Desta forma, podemos dizer que a mesma tem carácter 
aleatório, na medida em que a previsão da energia primária disponível e em quanto tempo 
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demoraremos a obtê-la será afetada por incerteza. Assim, podemos afirmar que a produção 
de energia elétrica nas centrais hídricas depende não só da capacidade instalada na central 
mas também da capacidade de armazenamento da barragem.  
Outro aspeto a ter em consideração é que a água disponível nas barragens não se destina 
apenas a gerar energia elétrica. A mesma tem outros fins como o abastecimento de água para 
consumo e regas e caudais ecológicos, entre outros. Como tal, há a necessidade de manter 
caudais mínimos e, por outro lado, de nunca ultrapassar os caudais máximos. Existe ainda o 
problema de interdependência entre as várias centrais hídricas, em sistemas interligados em 
cascata num mesmo curso de água ou bacia hidrográfica. Estes aspetos são bastante 
importantes uma vez que devemos ter cuidado para evitar descarregamentos o que faria 
perder uma parte da energia armazenada. Um dos principais problemas da exploração dos 
recursos hídricos decorre do facto de haver períodos em que existe maior afluência 
(normalmente no inverno) e outros em que a afluência é menor. 
Assim, a decisão de produzir mais eletricidade a partir da energia hídrica e menos de 
origem térmica, de modo a poupar combustível, pode resultar em custos de produção mais 
baixos a curto prazo, mas também pode resultar em custos de produção mais elevados a 
médio prazo, se as afluências se reduzirem. Em contrapartida, usar mais intensamente a 
produção térmica pode resultar em descarregamentos nas albufeiras e, consequentemente, 
em perdas da energia [2]. Em ambiente centralizado, o planeamento operacional tinha como 
principal objetivo a minimização do custo total de produção do sistema elétrico sendo que, 
para isso, eram usualmente resolvidos problemas de coordenação hidrotérmica. 
O objetivo da otimização dos recursos hídricos passa não só por conseguir alimentar a 
carga, mas também por tirar o máximo proveito monetário cumprindo com todas as restrições 
impostas relativas, por exemplo, a limites de caudais e interdependências. Porém, convém 
não esquecer que uma boa gestão da água disponível nas barragens que nos permita não só 
produzir energia no imediato mas também que nos permita armazenar alguma para produção 
futura, corresponde a um dos pontos fortes da hidroeletricidade em comparação com outros 
tipos de energia. 
Tal como é referido em [9], o problema da otimização da exploração de aproveitamentos 
hídricos é dificultado pelos aspetos seguintes: 
 efeitos e propagação temporal; 
 incertezas associadas a este tipo de problema; 
 efeito que a variação da altura de queda tem na eficiência de operação; 
 configuração hidráulica do sistema; 
 efeito da bombagem. 
A relação entre a potência produzida por um aproveitamento hidroelétrico, a queda e o 
caudal – variáveis das quais depende – é não linear. Por outro lado, os caudais dependem da 
queda através de uma relação igualmente não linear e a queda varia com o volume 
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armazenado na albufeira que, normalmente, apresenta uma característica também ela não 
linear [1]. 
Estes aspetos serão abordados em detalhe no Capítulo 4 deste trabalho. 
 
 
Modelos e técnicas de otimização 2.6 - 
Se fizermos uma pesquisa rápida na literatura disponível, apercebemo-nos que os 
problemas associados à utilização dos recursos hídricos têm grande historial, tendo sido 
explorados por diversos autores. O que se pode verificar é que, apesar da bibliografia 
disponível, os trabalhos desenvolvidos diferem uns dos outros quer através das simplificações 
e restrições adoptadas, quer seja através da configuração hidráulica do sistema utilizado, 
quer através do método de resolução para o problema ou da escala temporal que é analisada. 
Dada a importância de cada vez se proceder a uma melhor otimização dos recursos 
hídricos, têm sido elaborados ao longo dos anos diversos estudos, realizados tanto por 
empresas do sector elétrico como em meio académico, no sentido melhorar o funcionamento 
dos mesmos. Como tal, podemos encontrar variadíssimas técnicas de resolução deste 
problema, referindo-se em seguida algumas delas.  
 
Programação não linear [10][11][12] 
 
Este tipo de modelo tem bastantes vantagens em relação a um linear uma vez que 
expressa as relações entre as diversas grandezas de maneira mais precisa e realista ao 
estudar um sistema hídrico [10]. Em [10] pretende-se evidenciar as vantagens em relação à 
programação linear, evidenciando que se obtem um maior lucro quando se prefere este tipo 
de programação em vez de um modelo linear, devido ao facto de não desprezar o efeito da 
variação da queda.   
Contudo, e tal como é referido em [2], os modelos não lineares podem não conseguir 
evitar descargas de água em períodos em que tal não é aconselhável e podem gerar ordens 
para turbinar que sejam inaceitáveis do ponto de vista de operação. Outra desvantagem 
destes modelos resulta do facto de serem mais complexos e de serem de resolução mais 
lenta. 
 
Programação linear [11][13] 
 
A programação linear é um método de otimização bastante conhecido podendo ser 
facilmente encontrado em diversos pacotes comerciais [11] com aplicação a problemas de 
operação de sistemas hidroeléctricos. Contudo, tem um inconveniente uma vez que considera 
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que a produção de eletricidade é linearmente dependente do caudal turbinado, ignorando 





A programação dinâmica encontra-se enquadrada nos primeiros métodos aplicados para 
solucionar este tipo de problemas de otimização. Contudo, a aplicação direta da programação 
dinâmica a sistemas hídricos em cascata é impraticável, devido à dimensionalidade do 
problema resultante [11]. A programação dinâmica é uma técnica computacional de 
otimização apoiada no princípio de optimalidade. Normalmente, as soluções são obtidas por 
um processo regressivo, trabalhando o problema do fim para o princípio [9].  
 
 
Programação linear inteira mista [14][15] 
 
O problema do planeamento da operação de um sistema hídrico apresenta uma estrutura 
não linear inteira mista, o que o torna bastante difícil de resolver recorrendo aos modelos 
matemáticos existentes. Contudo, com as novas técnicas de resolução de problemas de 
programação linear inteira mista, os programas têm atingido altos níveis de eficiência, não só 
em termos de precisão bem como com bons tempos de computação [14]. Em [15] é referido 
que o esforço computacional inerente à utilização destes modelos aumenta com o número de 
variáveis inteiras. Como tal, quando se pretende obter uma solução com maior precisão  ou 
envolvendo um maior número de variáveis, este método torna-se ineficaz para lidar com este 
tipo de problemas devido ao esforço de computação requerido. 
 
Redes neuronais [16] 
 
A desvantagem deste método reside no facto de a rede ter que ser treinada. Assim que a 
rede tenha sido adequadamente treinada, esta metodologia apresenta uma elevada 
velocidade na obtenção de uma solução relativa a um novo cenário de operação. Contudo, a 
rede deverá ser treinada de novo se ocorrerem alterações significativas do modelo ou dos 
cenários de operação [2]. 
 
Algoritmos genéticos [2][17][18] 
 
Os algoritmos genéticos correspondem a uma técnica de procura e otimização baseada 
nos princípios da genética. Este tipo de algoritmo foi aplicado com sucesso em inúmeros 
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estudos de engenharia elétrica, nomeadamente no despacho económico, coordenação 
hidrotérmica, planeamento de expansão, entre outros. As caraterísticas dos algoritmos 
genéticos passam pela sua simplicidade, paralelismo e generalidade, de tal forma que 
permitem obter soluções de boa qualidade para este tipo de problemas de otimização [18].  
Os algoritmos genéticos são diferentes das restantes técnicas de pesquisa devido a vários 
aspetos. Ao trabalharem com um conjunto de indivíduos em paralelo, os algoritmos genéticos 
reduzem a possibilidade de ficarem presos em mínimos locais. Em vez de inspecionarem 
apenas um caminho em cada pesquisa, estes algoritmos inspecionam vários em cada iteração. 
Outro aspeto relevante deve-se ao facto dos algoritmos genéticos trabalharem com uma 
codificação dos parâmetros em vez dos próprios parâmetros. A codificação dos parâmetros 
ajuda o operador genético a passar de um estado para outro com o mínimo peso de 
computação. A aplicação prática desta técnica fica facilitada uma vez que não é necessário 
proceder à construção de matrizes de derivadas parciais, ao contrário do que ocorre em 
técnicas tradicionais de optimização. O espaço de pesquisa é explorado, nomeadamente, nas 
zonas onde a probabilidade de obter melhores resultados se mostra mais elevada [2]. 
 
 
Enxames de partículas [19][20][21][22] 
 
O PSO é um algoritmo que, devido à sua simplicidade e velocidade de convergência entre 
outras características, tem sido usado em larga escala para otimizar funções, treinar redes 
neuronais, sistemas de controlo entre outros. Tem-se desenvolvido rapidamente nos últimos 
anos e tornou-se uma referência a nível internacional na computação evolucionária.   
O PSO tem muitas vantagens, como por exemplo, a sua rápida convergência, fácil 
implementação, entre outras. Também tem desvantagens relacionadas, por exemplo, com a 
probabilidade de convergir para um ótimo local com facilidade [20]. Este tipo de meta-
heurística teve inspiração na observação de comportamento de enxames de insetos, bandos 
de pássaros, cardumes de peixes ou outros grupos, em que o comportamento de cada 
indivíduo é simultaneamente influenciado por fatores próprios e por fatores (ditos sociais) 
que resultam do comportamento dos restantes. A otimização por enxame de partículas (PSO – 
Particle Swarm Optimization) é relativamente recente. Deve-se à iniciativa de James 
Kennedy e Russel Eberhardt [21] e veio a mostrar-se competitiva relativamente a outras 
meta-heurísticas. O PSO trabalha com um conjunto de soluções de um problema a otimizar 
designados por partículas que evoluem no espaço das soluções admissíveis.  
Por sua vez, o EPSO – enxames evolucionários – integra a família do PSO uma vez que 
derivam destes mas implementam também estratégias de evolução auto-adaptativas.  
No Capitulo 3 será estudado em detalhe este tipo de técnicas de optimização [22].  
 
 





  Capítulo 3
EPSO 
Considerações Gerais 3.1 - 
Como podemos verificar no capítulo anterior, o problema da optimização do planeamento 
da operação de centrais hídricas tem sido alvo da aplicação das mais varáveis metodologias. 
Todavia, nenhuma metodologia se manifestou superior às outras. Os trabalhos desenvolvidos 
diferem uns dos outros quer através das simplificações e restrições utilizadas, quer através do 
tempo e esforço computacional, quer através do método de resolução para o problema ou da 
sua escala temporal. Uns apresentam maior precisão nos resultados, outros apresentam maior 
robustez, neste caso atendendo à estabilidade dos resultados obtidos, para diversas 
execuções do algoritmo. 
Com o objectivo de aplicar uma metodologia baseada no EPSO para a resolução do 
problema da optimização do planeamento da operação de centrais hídricas, pretende-se 
neste Capítulo, aprofundar esta metodologia bem como os desenvolvimentos a ela associados. 
 
Computação Evolucionária 3.2 - 
 
Na natureza existe um processo de seleção dos seres vivos, de acordo com o qual os 
indivíduos mais preparados para a competição dominam os mais fracos e sobrevivem. Isto 
acontece porque esses seres possuem alguma característica que os distingue dos restantes 
elementos da sua espécie – indivíduos mutados. Por herança, essa característica 
provavelmente passará para os seus descendentes, e, assim, estes terão também hipóteses de 
sobreviverem acabando essa característica por se impor na população [24].  
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A computação evolucionária baseia-se originalmente no paradigma de Darwin da seleção 
natural, e o progresso para uma solução deriva da ação conjunta de operadores de 
reprodução (recombinação e mutação) e de seleção [25].  
Estes algoritmos têm por objetivo encontrar a solução ótima de um problema, qualquer 
que seja a natureza das suas variáveis. Assim, elas são representadas por indivíduos de uma 
população (possíveis soluções). Após serem avaliados pela função a otimizar, são selecionados 
os melhores para a criação de novos indivíduos (reprodução). Segue-se um procedimento que 
produz novos indivíduos a partir dos selecionados, constituindo-se uma nova geração. Os 
indivíduos da nova geração são, por sua vez, avaliados para eliminar os de pior desempenho e 
segue-se nova fase de reprodução originando uma geração subsequente. Este processo 
repete-se geração após geração, e a população deverá, em princípio, ir melhorando, ou seja, 
ir-se enriquecendo de indivíduos com melhor avaliação, até que um certo critério de paragem 
fica satisfeito. O melhor indivíduo encontrado no processo é tomado, então, como a solução 
do problema de otimização em causa [22]. 
As técnicas de computação evolucionária apresentam algumas diferenças bastante 
significativas. Elas distinguem-se umas das outras fundamentalmente atendendo aos pontos 
seguintes [22]: 
 na forma de representação (cromossoma) de uma solução ou indivíduo; 
 na forma de descodificação dos cromossomas; 
 na forma de efetuar a seleção; 
 na forma de efetuar a reprodução (ou geração de novos indivíduos). 
É geralmente aceite que qualquer Algoritmo Evolucionário para resolver um problema 
deverá incluir cinco componentes básicas [2]: 
 uma representação genética das soluções do problema; 
 uma forma de criar uma população inicial de soluções; 
 uma função de avaliação, organizando as soluções em termos da sua adaptação; 
 operadores genéticos que alteram a composição dos novos indivíduos, durante a 
fase de reprodução; 
 valores para os parâmetros (dimensão da população, probabilidade de aplicar 
operadores genéticos, etc.). 
Na subsecção seguinte será descrito apenas o modelo auto-adaptativo σSA-ES (Self-
Adaptive Evolution Strategies) das estratégias de evolução, uma vez que foi a partir deste 
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Modelo σSA(1,λ)-ES 3.3 - 
 
Nas ES, um indivíduo é composto por parâmetros estratégicos e parâmetros objeto. Os 
primeiros referem-se a desvios padrão σ para as distribuições que descrevem as 
probabilidades de mutação e estão também eles sujeitos a evolução, e os segundos 
correspondem às variáveis do problema [24]. 
No modelo σSA(1,λ)-ES se um indivíduo é selecionado para uma geração seguinte, os seus 
parâmetros estratégicos sobrevivem com ele. Estes parâmetros estratégicos, se forem ótimos, 
devem conduzir o processo num regime de taxa de progressão ótima, ou seja, com o máximo 




Figura 3.1 - Representação de um indivíduo X com n variáveis reais. 
 
Na Figura 3.1 podemos observar a representação de um indivíduo X com n variáveis reais. 
Por seu lado, a variável σ define a amplitude (variância) do processo aleatório de mutação 
que originará os λ descendentes, também estes com σi, i = 1,.., λ mutados e distintos. 
Quanto ao procedimento de seleção, este poderá ser feito através de elitismo ou por 
torneio estocástico. No elitismo é selecionado o melhor de cada geração para a geração 
seguinte enquanto que no torneio estocástico mais simples, o melhor indivíduo é selecionado 
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PSO 3.4 - 
 
O Particle Swarm Optimization (PSO) é um método de computação evolucionária 
desenvolvida por Kennedy e Eberhart em 1995, tendo como objectivo a solução de problemas 
de otimização não-lineares contínuos.  
Os métodos de computação evolucionária tiveram inspiração na observação do 
comportamento de enxame de insectos, bandos de pássaros, cardumes de peixes ou outros 
grupos, em que o comportamento de cada indivíduo é afetado por factores próprios e por 
fatores sociais, fatores esses que resultam do comportamento dos restantes. 
A intenção original consistia em simular graficamente a coreografia graciosa, mas 
imprevisível, de um bando de pássaros. As simulações iniciais foram modificados por forma a 
incorporar a velocidade correspondente do vizinho mais próximo, eliminar variáveis 
auxiliares, bem como incorporar pesquisa multidimensional e aceleração através da distância 
[26]. 
Nas diversas publicações existentes sobre os vários métodos de programação, podemos 
verificar que o Particle Swarm Optimization tem a mais rápida taxa de convergência para a 
solução global, comparativamente aos outros algoritmos [19]. 
O PSO foi também aplicado com sucesso a problemas não lineares descontínuos, 
empregues em sistemas de energia. Assim, a sua aplicação a problemas de despacho 
económico, estimação de estado, entre outros, foi  reportada por vários autores [19]. 
O PSO é um algoritmo bastante simples, capaz de ser aplicado em problemas de 
otimização de forma eficaz. O PSO tem semelhanças com a computação evolucionária. 
Conceptualmente encontra-se algures entre os algoritmos genéticos e a computação 
evolucionária. É altamente dependente de processos estocásticos tal como a programação 
evolucionária, e o seu ajustamento para o melhor local e melhor global é conceptualmente 
parecido com a operação de crossover utilizado pelos algoritmos genéticos. O PSO utiliza o 
conceito de fitness tal como todos os paradigmas da computação evolucionária [26]. 
Tal como nos algoritmos genéticos, o PSO é inicializado com uma população de soluções 
construída de forma aleatória. A diferença passa pelo facto de, para além dessas potenciais 
soluções, ser também atribuída uma velocidade aleatória, e as potenciais soluções, 
denominadas por partículas, vão então deslocar-se pelo espaço de soluções [26] 
Em cada iteração, cada partícula é atualizada através dos dois melhores valores. O 
primeiro é a melhor solução (posição no espaço) encontrada na história da vida da partícula e 
denomina-se de pbest. O segundo valor, baseia-se na melhor solução encontrada pelo enxame 
até ao momento e é chamado de gbest. Após encontrar os dois melhores valores, a 
velocidade da partícula e a posição são atualizadas [19]. 
Estas partículas movem-se sob a ação de três influências (vectores), que se compõem 
aditivamente e que recebem as designações de termos de inércia, de memória e  de 
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cooperação. O primeiro termo impele a partícula numa direção idêntica à que ela vinha 
seguindo. O segundo vector atrai a partícula na direção da melhor posição até ao momento 
ocupada pela partícula durante a sua vida. O terceiro termo atrai a partícula na direção do 
melhor ponto do espaço até ao momento descoberto pelo enxame [22]. 
 
Seguidamente, descreve-se o modelo simples do PSO.  Cada partícula corresponde a uma 
alternativa de solução para um dado problema de otimização. Dada uma população de n 
partículas, cada partícula i tem a seguinte composição: 
 Um vector de posição Xi; 
 Um vector de velocidade Vi; 
 Um vector de memória pbest relativo à melhor posição encontrada durante a sua 
vida; 
 Um valor de função objectivo relativo à posição atual Xi; 
 Um valor de função objectivo relativo à melhor posição pbest encontrada pela 
partícula. 
Num dado instante de tempo t (correspondendo a uma dada iteração), uma partícula i 
muda a sua posição de Xi para Xinovo de acordo com a regra (3.1). 
 
 X୧
୬୭୴୭ = X୧ + V୧
୬୭୴୭  ( 3.1) 
       
 
Em que Vi
novo é a nova velocidade da partícula i, ou seja, o vector representando a 
mudança de posição da partícula i. Esta velocidade é calculada por (3.2) e encontra-se 
ilustrada na Figura 3.2. 
 
V୧
୬୭୴୭ = V୧ + Rnd( ).Wm୧(pbest − X୧) + Rnd( ).Wc୧(gbest − X୧) (3.2) 
 
Nestas expressões: 
 Wmi – matriz diagonal de pesos do termo de memória da partícula i, em que o 
elemento Wmikk é o peso para a dimensão k do termo de memória; 
 Wci – matriz diagonal de pesos do termo de cooperação da partícula i, em que o 
elemento Wcikk é o peso para a dimensão k do termo de cooperação; 
 pbest – melhor solução (posição do espaço) encontrada na história da vida da 
partícula i; 
 gbest – melhor solução (posição no espaço) encontrada pelo enxame até ao 
momento; 
 Rnd() – números aleatórios sorteados de uma distribuição uniforme em [0,1]. 
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Figura 3.2 - Ilustração do movimento de uma partícula i, influenciado pelos termos de 
inércia, memória e cooperação. 
Os pesos que influenciam os vários termos são afetados em cada iteração pelo produto 
por número aleatórios, o que provoca uma perturbação na trajetória de cada partícula que se 
demonstrou ser benéfica para a exploração do espaço e para progredir para a solução óptima 
[22]. 
Neste modelo simples, os pesos são definidos inicial e externamente. Suscita-se, de 
imediato, um problema de sintonização destes pesos para que a convergência seja 
conseguida. 
As velocidades V iniciais são sorteadas com cada componente num intervalo [-VkMax , 
Vk
Max], para evitar a atribuição de valores excessivos que poderiam causar divergência.  
 
Assim, tal como é feito em [22] e em [28], podemos distinguir 4 tipos de PSO através da 
manipulação dos seus pesos: 
 Modelo Completo – com Wm, Wc >0; 
 Modelo cognitivo (“cognition-only”) – com Wm > 0 e Wc = 0; 
 Modelo Social (“social-only”) – com Wm = 0 e Wc > 0; 
 Modelo não egoísta (“selfless”) – com  Wm = 0, Wc > 0 e G ≠ i. 
EPSO 3.5 - 
 
O EPSO é uma meta-heurística que se baseia simultaneamente no conceito da 
Programação Evolucionária e do Particle Swarm Optimization. Devido a esse facto, faz 
sentido que o seu nome seja Evolutionary Particle Swarm Optimization.  
As meta-heurísticas correspondem a técnicas de otimização de problemas concorrentes 
com os clássicos modelos de programação matemática, por um lado, e com os modelos de 
enumeração implícita, por outro. Designam-se por meta-heurísticas porque o racional que as 
EPSO  31 
 
dirige contém uma explicação formal de convergência para o óptimo global dos problemas, 
ainda que a garantia de convergência possa não ser determinística e apenas estocástica. 
A ideia de auto-adaptação já havia sido testada com sucesso nos algoritmos 
evolucionários, e ela inspirou uma nova proposta de família de algoritmos, os Enxames 
Evolucionários (EPSO- Evolutionary Particle Swarm Optimization) [22]. 
Os EPSO foram pela primeira vez propostos em 2002, como método verdadeiramente 
auto-adaptativo. Houve ainda diversas tentativas de construção de pontes entre o PSO e os 
algoritmos evolucionários, bem como a tentativa de conferir um carácter adaptativo a 
algoritmos do tipo enxame [22]. 
A Evolutionary Particle Swarm Optimization (EPSO) é uma nova meta-heurística que junta 
simultaneamente as melhores características das estratégias de evolução (ES) bem como do 
Particle Swarm Optimization (PSO). Assim, teremos um enxame de partículas em evolução 
constante no espaço de busca do melhor valor, mas estas partículas estarão também sujeitas 
ao processo de seleção de acordo com o paradigma evolutivo. Esta seleção irá atuar sobre os 
pesos ou parâmetros responsáveis pelo comportamento da partícula, fazendo com que as 
partículas que apresentem o comportamento mais adequado, possam sobreviver e propagar-
se [28] 
Os algoritmos do tipo EPSO podem, efetivamente, ser considerados como sendo ainda 
enxames de partículas. Todavia, com alguma vantagem poderão perceber-se em vez disso 
como algoritmos evolucionários do tipo das Estratégias Auto-Adaptativas ou σSA(.)ES, em que 
existe uma nova definição da operação mutação [22]. 
Os criadores do EPSO preferem explicar o método de um ponto de vista evolutivo. Assim, 
encarando o EPSO como um modelo evolutivo, é introduzido um novo operador de forma a 
gerar diversidade: o operador do movimento das partículas, o que contribui para o aumento 
do valor da taxa de progresso em direção à solução ótima [28]. 
Mais uma vez, e tal como é referido pelos autores em [29], o EPSO reúne “o melhor de 
dois mundos”. Por um lado, é um PSO uma vez que há um processo social, havendo troca de 
informação entre soluções, e porque as soluções (partículas) são sucessivamente 
movimentadas no espaço de busca. Por outro, corresponde a uma técnica de Computação 
Evolucionária, porque as características das soluções são sucessivamente mutadas e passadas 
para as gerações seguintes através de um processo de seleção. 
As características híbridas da computação evolucionária e do PSO conferem-lhe uma 
garantia acrescida de convergência. Relativamente à experiência, há uma aceleração eficaz 
para o ótimo local mais rápida do que nas abordagens clássicas [29].  
O algoritmo do EPSO resume-se ao seguinte: numa dada iteração, tomemos um conjunto 
de alternativas, ou indivíduos, que poderemos também continuar designando por partículas. 
Um indivíduo é constituído por um conjunto de parâmetros objeto e parâmetros estratégicos 
[X, W].  
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Nestas condições, o algoritmo do EPSO inclui as fases seguintes: 
 Replicação – cada partícula é replicada (clonada) r vezes; 
 Mutação – cada clone sofre mutação nos seus parâmetros estratégicos W; 
 Reprodução – cada partícula gera 1 descendente de acordo com a equação do 
movimento; 
 Avaliação – cada descendente tem a sua adaptação avaliada; 
 Seleção – por torneio estocástico (ou elitismo) a melhor partícula de cada grupo 
de r descendentes de cada indivíduo da geração anterior é selecionada para 
formar uma nova geração. 
 
No âmbito do EPSO, dada uma partícula Xi, uma nova partícula Xinovo é criada a partir de 
(3.3) e (3.4). 
 
 X୧
୬୭୴୭ = X୧ + V୧
୬୭୴୭ ( 3.3) 
 
 V୧
୬୭୴୭ = Wi୧. V୧ + Wm୧(p௕௘௦௧ − X୧) + We୧(gୠୣୱ୲ − X୧) ( 3.4) 
  
 
Esta formulação parece idêntica à do PSO clássico uma vez que a regra do movimento 
conserva os seus termos de inércia, memória e cooperação. Todavia, os pesos, tomados como 
parâmetros estratégicos, são objeto de mutação. Assim, qualquer peso W vê o seu valor 
mutado de acordo com (3.5). 
 
 
 W෩୧୩ = W୧୩[LogN(0,1)]த ( 3.5) 
 
Nesta expressão: 
 LogN(0,1) é uma variável aleatória com distribuição Lognormal derivada da 
distribuição Gaussiana N(0,1), de média 0 e variância 1; 
 τ é um parâmetro de aprendizagem, fixado externamente, controlando a 
amplitude da mutações. Neste sentido, valores mais pequenos deste parâmetro 
conduzem a uma maior probabilidade de obter valores próximos de 1. 
 
Nas ES, a distribuição Lognormal é classicamente adotada para mutar os parâmetros 
estratégicos, porque, nesta forma multiplicativa de mutação, a probabilidade de se obter um 
novo valor multiplicado por m é a mesma que a de ter um valor multiplicado por 1/m. 
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Um esquema aproximado e aceitável é dado por (3.6), desde que τ seja suficiente 
pequeno e que o resultado seja controlado de modo a não serem obtidos pesos negativos. 
 
 W෩୧୩ = W୧୩[1 + LogN(0,1)]த ( 3.6) 
 
 
Uma diferença interessante em relação ao PSO clássico é o tratamento dado a gbest, o 
ótimo global corrente (o melhor ponto encontrado até ao momento pelo enxame). A ideia 
consiste em controlar a “dimensão” de uma zona difusa em volta do ótimo corrente 
encontrado pelo enxame. Na verdade, em muitos processos verifica-se que nas fases finais o 
peso do termo de inércia tende a reduzir-se, ficando a progressão essencialmente 
dependente do termo de cooperação. Ora, admitindo-se que o ótimo ainda não foi 
encontrado, parece óbvio que poderá ser interessante orientar o movimento das partículas 
para uma vizinhança do ótimo corrente, em vez de as atrair para ele. Deste modo, dado um 
óptimo corrente gbest encontrado pelo enxame, perturba-se esta informação por 𝒈𝒃𝒆𝒔𝒕
∗ =
𝒈  𝒃𝒆𝒔𝒕 + 𝒘𝒊𝟒
∗ 𝑵(𝟎, 𝟏) antes de se aplicar a regra do movimento. Esta expressão introduz um 
novo peso Wi4 que também deverá ser objeto de mutação, tal como qualquer dos outros 
parâmetros estratégicos.  
Com este procedimento, o processo auto-adaptativo pode focar mais ou menos a 
orientação de um enxame e permite que este continue a ser “agitado” mesmo quando as 
partículas já convergiram todas para a mesma região do espaço e se encontrem todas muito 
próximas entre si [22]. Este tipo de procedimento encontra-se ilustrado na Figura 3.3 em que, 
uma partícula i localizada em X, numa iteração (k), origina um descendente na iteração 
(k+1), sob a influência dos três termos de inércia, memória e cooperação. Relativamente a 
este último termo, a atração efetua-se para uma vizinhança definida por uma distribuição 
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Figura 3.3 - Ilustração da reprodução de uma partícula no EPSO.  
 
Assim, o EPSO, revela-se uma meta-heurística robusta, muito mais robusta que o PSO 
clássico bem como as ES. A robustez do algoritmo decorre do facto de, independentemente 
da sua inicialização, o algoritmo convergir para o ótimo ou para a sua vizinhança. 
A importância de um algoritmo ser robusto está associada ao facto de, numa aplicação 
real, não se esperar que o algoritmo seja executado cem ou mil vezes sobre o mesmo 
problema. Espera-se efetuar apenas uma corrida e confiar no resultado obtido. É 
precisamente esta confiança no resultado que é medida pelo conceito de robustez — espera-
se que o algoritmo, se corrido várias vezes, dê sempre um bom resultado apresentando 
pequenos desvios entre as soluções obtidas [22]. 
 
 
3.5.1 - Modelo EPSO simples 
 
Para se construir um EPSO simples é preciso definir um indivíduo pelos seus parâmetros 
objeto e estratégicos (pesos). Temos também que fixar o parâmetro de aprendizagem τ, que 
regula as mutações com distribuição Lognormal que afectarão os pesos relativos aos termos 
de inércia, memória, cooperação e ainda relativo à posição estimada do ótimo global. O 
algoritmo terá então a seguinte forma: 
 
1. Ler dados – Dados técnicos, dados necessários para gerar números aleatórios com 
distribuição Lognormal; dimensão da Pop, pesos iniciais para a primeira geração e 
parâmetro de aprendizagem τ. 
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2. Gerar - Primeira população de progenitores, por iniciação aleatória. Esta rotina 
deverá ser construida de forma a que os valores possam ser corrigidos. 
3. Ciclo de 1 até ao máximo das gerações ou até verificar as condições de 
convergência:  
I. Duplicar a população clonando a população original fiando assim com uma 
população de dimensão Pop+Pop; 
II. Mutar os parâmetros estratégicos da população copiada aplicando uma 
mutação Lognormal aos pesos de cada indivíduo clonado. 
III. Mover a população Pop+Pop aplicando a regra do movimento das 
partículas a toda a população, originando novas partículas. 
IV. Avaliar a adaptação da população de descendentes penalizando a 
ocorrência de possíveis violações de restrições. 
V. Selecionar os melhores Pop indivíduos onde os melhores num total de 
Pop+Pop são guardados, substituindo a população de progenitores.  
VI. Memorizar a história do enxame e de cada partícula. 
VII. Avaliar a convergência. 
4. Fim do ciclo. 











  Capítulo 4
Descrição do Problema e Modelos de 
Abordagem 
Considerações Gerais 4.1 - 
A importância dos recursos hídricos para a atividade de exploração e produção energética 
é algo inegável, desde logo no contexto português, o que vem justificar a realização de 
estudos variados sobre este mesmo assunto. No planeamento da exploração de centrais 
hídricas podem surgir várias implicações que devem ser atempadamente identificadas e 
abordadas.  
De facto, desde a necessidade de se ter de lidar com a não linearidade das variáveis, 
desde o facto de existir um número considerável de restrições diretamente associado ao 
número de centrais existentes em dado sistema e ao número de períodos para o qual o 
planeamento é realizado, ou até às dependências que decorrem de aproveitamentos em 
cascata, a evidência é a de que o problema de planeamento da exploração de centrais 
hídricas é de resolução complexa. 
Assim, a forma mais pragmática de abordar o problema assenta num acompanhamento de 
diferentes casos de estudo de forma a que seja possível apresentar diferentes abordagens e, 
consequentemente, avaliar o desempenho possível de obter a partir da metodologia 
utilizando o EPSO quando se aumenta a exigência das situações analisadas. Portanto, serão 
desenvolvidos diferentes modelos para o problema em questão em que a exigência e 
complexidade do mesmo aumentam com a adição de novas considerações, de forma a que se 
aproxime o máximo possível o caso de estudo às condições reais presentes no planeamento da 
exploração.  
Desta forma, o resultado final deve possibilitar a obtenção de uma solução que permita 
gerir um grupo de centrais com o objetivo de maximizar o lucro e em que cada decisão que 
se adopte seja de acordo com o melhor preço disponível. 
 




Descrição do problema 4.2 - 
4.2.1 - Aspetos Gerais 
Tal como referido no segundo capítulo, este problema de optimização é bastante 
complexo, devido a um conjunto de factores: 
 efeitos e propagação temporal; 
 incertezas associadas a este tipo de problema; 
 configuração hidráulica do sistema; 
 efeito que a variação da altura de queda tem na eficiência de operação; 
 efeito de bombagem; 
 restrições de operação (limites máximos e mínimos, caudais ecológicos, volume 
da albufeira). 
  
Passemos a analisar as condicionantes mencionadas. Em primeiro lugar, o problema do 
efeito e propagação temporal surge uma vez que as decisões que são tomadas em 
determinado período têm influência sobre decisões subsequentes. Assim, caso haja uma 
incorreta gestão dos recursos, envolvendo por exemplo demasiadas turbinagens em 
determinado período, poderão ser inviabilizadas no futuro, impedindo assim à empresa tirar o 
máximo proveito. Por outro lado, a não turbinagem poderá também originar a perda de 
receitas, nomeadamente poderá levar a um excessivo armazenamento de água nas albufeiras, 
havendo por isso descarregamentos, originando o desperdício da água armazenada. 
Outro fator que complica o problema prende-se com as incertezas associadas à procura de 
energia eléctrica bem como as afluências naturais. Os aproveitamentos hidroelétricos não se 
encontram isolados mas sim integrados em cascatas, sendo que por vezes estes pertencem a 
companhias de energia diferentes. Assim, decisões tomadas em determinada central hídrica 
poderão ter implicações em centrais hídricas a jusante desta. Por outro lado, as propostas 
que são apresentadas a mercado pelos agentes responsáveis pelas centrais hídricas são 
baseadas em previsões o que origina novas incertezas e também risco.  
A potência que é gerada a partir de um aproveitamento hidroeléctrico  tem uma relação 
não linear com a queda e o caudal. Os caudais máximos turbinados têm também uma 
dependência não linear em relação à queda sendo que a queda varia consoante o volume que 
é armazenado na albufeira, apresentando também uma característica não linear. Porém, 
existem modelos que consideram a queda constante, mas a sua aplicação poderá resultar em 
erros elevados caso estejamos perante aproveitamentos de pequenas albufeiras e com 
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grandes variações de queda, nomeadamente nos aproveitamentos existentes no rio Douro. 
Assim, e principalmente no planeamento a curto prazo, devemos representar a variação da 
queda o mais próximo da realidade para uma correta caracterização dos sistemas 
hidroeléctricos. 
O problema de bombagem afeta também a otimização de um sistema hídrico uma vez que 
a potência de bombagem apresenta a mesma relação não linear em relação à queda e, dado 
que bombar representa um custo, é necessário avaliar se compensa ou não realizar este 
processo e em que períodos. Esta capacidade pode revelar-se uma mais valia, principalmente 
em ambiente concorrencial, visto que pode ser encarada como forma de maximizar os lucros 
obtidos através da exploração deste tipo de centrais. 
 
 
A potência que é produzida numa central hídrica resulta da energia que é armazenada na 
albufeira sob a forma de energia potencial gravítica da água. Assim, e sabendo que a energia 
potencia gravítica é dada por 𝑊௉ = 𝑚 ∙ 𝑔 ∙ ℎ  e tendo em consideração que a densidade da água 
é aproximadamente 1000 kg/m3, conseguimos obter a potência que é gerada por uma turbina 
hidráulica sem perdas de carga e com rendimento 𝜇 utilizando a expressão (4.1) 
 




q – caudal em m3/s; 
h – queda em metros; 
𝜇் – rendimento de turbinagem. 
 
A queda bruta H de um aproveitamento hidroeléctrico, é o desnível que é apresentado 
entre as superfícies da água a montante e a jusante em instalações de turbinas. Se for 
subtraído a este valor as perdas de carga que se verificam no circuito hidráulico obtêm-se a 
queda útil h. 
A variação da altura da água armazenada na albufeira será aproximada por uma recta do 
tipo 𝑦 = 𝑚 ∙ 𝑥 + 𝑏 sendo depois este valor subtraído do valor de altura da água a jusante. 
Assim, considerando que o circuito hidráulico apresenta perdas de carga dadas por 
∆ℎ = 𝛽 ∙ 𝑞ଶ a equação (4.1) transforma-se em:  
 
 𝑷 = 𝟗, 𝟖 ∙ 𝒒 ∙ (𝒉 − 𝜷 ∙ 𝒒𝟐) ∙ 𝝁𝑻/𝟏𝟎𝟎𝟎                  (𝐌𝑾) ( 4.2) 





q – caudal em m3/s; 
h – queda em metros; 
𝛽 – coeficiente de perda de carga no circuito hidráulico; 
𝜇்  – rendimento de turbinagem. 
 
O gráfico da Figura (4.1) ilustra a equação 4.1 em que se representa a potência gerada 
por um aproveitamento hidroeléctrico (em MW), a queda (em m) e o caudal (em m3/s). 
 
Figura 4.1 – Potência (MW) gerada por uma central hídrica em função da queda (m) e 
do caudal (m3/s). 
 
Se for considerado o processo de bombagem, a potência consumida é dada pela expressão 
(4.3). 
 
 𝑷𝒃 = 𝟗, 𝟖 ∙ 𝒒 ∙ (𝒉 − 𝜷 ∙ 𝒒𝟐)/(𝝁𝑩 ∙ 𝟏𝟎𝟎𝟎)                        (𝑴𝑾) ( 4.3) 
Nesta expressão: 
 
q – caudal em m3/s; 
h – queda em metros; 
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𝛽 – coeficiente de perda de carga no circuito hidráulico; 
𝜇஻– rendimento de bombagem. 
 
Fazendo uma análise do gráfico da figura 4.1 e considerando a potência em função do 
caudal turbinado, obtemos uma família de curvas semelhante à da Figura 4.2. Cada curva é 




Figura 4.2 - Potência gerada por uma central hídrica em função do caudal, para 
diferentes valores de queda. 
 
Estas curvas, cada uma delas caracterizadas por um valor de queda constante, 
apresentam uma característica não linear. Esta característica é devida ao efeito da perda de 
carga. Assim, e tal como podemos observar na equação (4.2), com o aumento do caudal a 
perda de carga também aumenta originando assim reduções de potência em relação ao valor 
sem perda de carga. 
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Figura 4.3 - Impacto da perda de carga no valor da potência. 
A Figura 4.3 representa o tratamento que poderá ser adoptado por forma a considerar a 
perda de carga no problema. Assim, podemos desprezar a perda de carga, usar uma perda de 
carga média e de valor constante, admitir o seu valor máximo e constante ou então, para 
cada iteração, calcular a perda de carga através da sua expressão completa e não linear.  
Nos modelos inicialmente implementados neste trabalho a expressão da queda não foi 
considerada, tendo sido utilizada uma queda fixa que é igual ao seu valor máximo. Nos 
modelos finais é usada a expressão completa por forma a calcular a variação da queda.  
 
Neste trabalho foi considerado que cada central possui apenas um grupo gerador e nas 
centrais em que se inclui a possibilidade de ser feita bombagem a variação dos estados entre 
turbinar e bombar dá-se em tão pequeno período de tempo que esse intervalo de transição 
pode ser desprezado. 
  
4.2.2 - Formulação do problema  
 
Antigamente, a exploração dos sistemas de produção estava associada a um ambiente 
centralizado em que o operador, conhecendo os custos de todas as centrais disponíveis, 
procurava minimizar o custo global do sistema, cumprindo todas as suas restrições e 
procurando manter um nível de segurança satisfatório. 
Com a liberalização do setor eléctrico, o paradigma mudou consideravelmente permitindo 
que houvesse uma maior concorrência bem como o desejo de atingir a máxima eficiência por 
forma a que empresas produtoras apresentassem produtos cada vez mais competitivos 
permitindo assim maximizar os seus lucros. 
Descrição do problema  43 
 
A apresentação de propostas por parte dos agentes intervenientes no mercado parte da 
utilização de previsões dos preços de mercado, preços esses que são caracterizados por uma 
certa volatilidade.  
Assim, e com base nesses preços, as empresas tendem a planear a exploração das centrais 
hídricas utilizando para isso um modelo de otimização com uma função objectivo que se 
pretende maximizar (4.4) estando sujeita a um conjunto de restrições (4.5 e 4.6) que a 
solução terá de respeitar. 
 
 𝑀𝑎𝑥  𝐹(𝑥) ( 4.4) 
 
 sujeito a: 
  
𝑓(𝑥) ≤ 0 
 
( 4.5) 




Nos problemas de otimização, as variáveis permitem a modelização do sistema assim 
como a caracterização do seu estado ao longo do horizonte temporal decorrente do 
problema. Podemos então dividir as variáveis em três grupos: estado, decisão ou controlo e 
parâmetros. 
 Variáveis de estado – 𝑥௜௞ – são variáveis que descrevem completamente o sistema, 
ou seja, se o valor de todas elas for conhecido para todos os períodos em análise, 
é então possível saber o comportamento do sistema. Neste modelo, estas 
variáveis correspondem aos caudais turbinados e bombados, aos volumes 
armazenados e descarregados bem como às alturas de queda; 
 Variáveis de decisão ou controlo – 𝑢௜௞ – são as variáveis cujos valores se 
pretendem obter e que influenciam o comportamento do sistema. Prendem-se 
com as potências de turbinamento e de bombagem; 
 Parâmetros – 𝑝௜௞ – estes valores correspondem aos dados do problema e não são 
influenciados pela resolução deste. Correspondem aos preço de mercado, aos 
volumes iniciais e finais de cada aproveitamento, aos rendimentos de turbinagem 
e bombagem, entre outros. 
 
Seguidamente, a Tabela 4.1 resume as principais variáveis utilizadas neste problema de 
planeamento de exploração de centrais hídricas, assim com a notação utilizada. De referir 
44  Descrição do Problema e Modelos de Abordagem 
 
que o índice i pertence a  {1,2,...,I} e k pertence a  {1,2,...,K} sendo I o número total de 
aproveitamentos e K o número de períodos para o qual o estudo será realizado. 
 
Tipo Variáveis Descrição 
Decisão 𝑢௜௞ 
𝑃்,௜௞ Potência turbinada pela central i na hora k 
𝑃஻,௜௞ Potência bombada pela central i na hora k 
Estado 𝑥௜௞ 
𝑞்,௜௞ Caudal turbinado pela central i na hora k 
𝑞஻,௜௞ Caudal bombado pela central i na hora k 
𝑣௜௞ Volume armazenado pela central i na hora k 
𝑠௜௞ Volume descarregado pela central i na hora h 
ℎ௜௞ Altura da queda da central i na hora k 
Parâmetros 𝑝௜௞ 
𝑎௜௞ Afluência da central i na hora k 
𝜋௞ Preço de mercado na hora k 
𝑣௜
଴ Volume inicial da albufeira da central i 
𝑣௜
௙ Volume final da albufeira da central i 
𝜇்,௜௞ Rendimento de turbinagem da central i na hora k 
𝜇஻,௜௞ Rendimento de bombagem da central i na hora k 





Em qualquer problema de otimização de aproveitamentos hidroelétricos há a necessidade 
de considerar restrições que refletem aspetos técnicos ou de operação interna. O conjunto 
resultante de todas as restrições define o espaço das soluções viáveis do problema [1]. 
As restrições relacionam-se, por exemplo, com os limites que cada variável terá que ter 
em consideração bem como os valores que poderão tomar as variáveis de todo o sistema. 
Assim, podemos distinguir as restrições operacionais envolvidas neste problema. É preciso 
assegurar que os limites de cada central são respeitados. Existem assim, volumes mínimos e 
máximos em cada albufeira relacionados com diversos problemas nomeadamente controlo de 
cheias, mínimos técnicos para funcionamento das máquinas, ou volumes obrigatórios que têm 
de ser salvaguardados para outras atividades, nomeadamente abastecimento de águas bem 
como atividades de irrigação e recreio.  
Relativamente aos caudais turbinados e bombados, estes estão também sujeitos a limites 
bem como as potências produzidas pelos geradores. Uma simplificação utilizada neste 
trabalho prende-se com o facto de os geradores sempre que trabalham, o fazerem à potência 
máxima, utilizando assim o máximo do caudal de turbinagem ou de bombagem. Esta 
Descrição do problema  45 
 
simplificação vai ao encontro ao que acontece na exploração real e atual deste tipo de 
centrais.  
A altura de queda varia consoante o caudal armazenado, facto que influencia 
diretamente a potência de turbinagem e de bombagem de um aproveitamento. Ela está 
limitada pelos limites do volume de água armazenada em cada reservatório. 
No que toca aos caudais descarregados, assume-se que o aproveitamento pode 
descarregar qualquer quantidade de água pelo que para esta restrição apenas existe limite 
inferior que será igual a zero. O descarregamento ocorrerá sempre que o volume da albufeira 
ultrapassa o limite máximo da mesma. No que toca à resolução deste problema, este tipo de 
caudal é usado apenas como acerto da equação do balanço da água, equação essa que será 
referida de seguida.  
A equação do balanço de água corresponde a uma restrição de igualdade que, para cada 
intervalo de tempo, modeliza a dependência temporal e hidráulica das ações ocorridas nas 
centrais de um sistema. O objectivo inicial desta dissertação não se relaciona com o 
tratamento de aproveitamentos em cascata de modo que uma parte da expressão (4.11) não 
será tido em consideração. No modelo 4 a detalhar na secção 4.4 será descrita a aplicação do 
EPSO a um problema em cascata para duas centrais em que a equação (4.11) será usada na 
totalidade.  
 
Matematicamente, podemos então definir as restrições da seguinte forma: 
 
 𝒗𝒊
𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒗𝒊𝒌 ≤ 𝒗𝒊
𝒎𝒂𝒙 ( 4.7) 
 
 𝑞்,௜
௠௜௡ ≤ 𝑞்,௜௞ ≤ 𝑞்,௜




௠௜௡ ≤ 𝑞஻,௜௞ ≤ 𝑞஻,௜
௠௔௫    ( 4.9) 
 
 0 ≤ 𝑠௜௞ ≤ ∞    ( 4.10) 
 
 
 𝑣௜௞ = 𝑣௜,௞ିଵ + 𝑎௜௞ − 𝑞்,௜௞ − 𝑠௜௞ + 𝑞஻,௜௞ +෍ ൫𝑞்,௠(௞ି∅೘) + 𝑆௠(௞ିఒ೘) − 𝑞𝑏௠(௞ିఠ೘)൯
ெ
௠ୀଵ
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Nestas restrições:  
 
𝑣௜௞ – volume da albufeira i na hora k; 
𝑎௜௞ – afluência de água à albufeira i na hora k; 
𝑞்,௜௞ – caudal turbinado pela central i na hora k; 
𝑠௜௞ – caudal descarregado pela central i na hora k; 
𝑞஻,௜௞ – caudal bombado pela central i na hora k; 
m – índice associado a cada uma das centrais imediatamente a montante da central i; 
M – número de centrais a montante da central i; 




A função objetivo tem como finalidade avaliar e comparar as diferentes soluções do 
problema e está associada aos valores que tomam as variáveis de decisão. O seu valor 
representa o lucro sendo que é calculado pela diferença entre os proveitos obtidos pelo 
turbinamento da água em cada período de tempo e o custo de bombar água. Seguidamente 
apresenta-se a formulação completa para o problema em questão. 
 
 









 𝑣௜௞ = 𝑣௜,௞ିଵ + 𝑎௜௞ − 𝑞்,௜௞ − 𝑠௜௞ + 𝑞஻,௜௞ +෍ ൫𝑞்,௠(௞ି∅೘) + 𝑆௠(௞ିఒ೘) − 𝑞𝑏௠(௞ିఠ೘)൯
ெ
௠ୀଵ
 ( 4.13) 
 𝑣𝑜𝑙௠௜௡,௜ ≤ 𝑞்,௜௞ + 𝑠௜௞ − 𝑞஻,௜௞ ≤ 𝑣𝑜𝑙௠௔௫,௜ (4.14) 
 𝑣௜
௠௜௡ ≤ 𝑣௜௞ ≤ 𝑣௜
௠௔௫ (4.15) 
 𝑞்,௜
௠௜௡ ≤ 𝑞்,௜௞ ≤ 𝑞்,௜
௠௔௫ (4.16) 
 𝑞஻,௜
௠௜௡ ≤ 𝑞஻,௜௞ ≤ 𝑞஻,௜
௠௔௫ (4.17) 
 0 ≤ 𝑠௜௞ ≤ ∞ (4.18) 





I – número total de aproveitamentos; 
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K – número total de horas; 
𝜋௞ – preço de mercado na hora k em €/MWh; 
𝑃்,௜௞ – potência turbinada pela central i no período k; 
𝑃஻,௜௞ – potência bombada pela central i no período k; 
𝑣𝑜𝑙௠௜௡,௜ – volume mínimo de cada central i, em cada período; 
𝑣𝑜𝑙௠௔௫,௜ – volume máximo de cada central i, em cada período; 
𝑣௜௞ – volume da albufeira i na hora k; 
𝑎௜௞ – afluência de água à albufeira i na hora k; 
𝑞்,௜௞ – caudal turbinado pela central i na hora k; 
𝑠௜௞ – caudal descarregado pela central i na hora k; 
𝑞஻,௜௞ – caudal bombado pela central i na hora k; 
𝑣௜௄ – volume armazenado na central i no último período; 
𝑣𝑜𝑙𝑓 – volume final definido para a central i; 
m – índice associado a cada uma das centrais imediatamente a montante da central i; 
M – número de centrais a montante da central i; 
∅௠, 𝜆௠, 𝜔௠ – tempos de atraso para caudais turbinados, descarregados e bombados. 
 
 
Aplicação do EPSO 4.3 - 
 
De modo a resolver o problema descrito anteriormente, foi desenvolvida uma aplicação 
baseada no EPSO. É de salientar que o objetivo desta dissertação consistia em verificar se o 
EPSO poderia ser aplicado a um problema deste género, por forma a lidar com previsões de 
preço para posteriormente identificar uma estratégia em que as centrais turbinem quando o 
preço é mais elevado e bombem nas horas que o preço é mais baixo respeitando, claro está, 
as várias restrições associadas a este problema e anteriormente mencionadas. 
Foi então desenvolvido um código em Matlab que implementa o fluxograma representado 
na Figura 4.4. Todos os parâmetros necessários ao funcionamento do EPSO são inseridos nas 
inicializações bem como todos as restrições e dados necessários à resolução deste problema 
de otimização. 
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Figura 4.4 – Fluxograma da aplicação baseada no EPSO. 
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A aplicação inicia-se com a leitura dos dados necessários para o seu funcionamento, não 
só para o problema de optimização em si, nomeadamente os limites das centrais, volumes 
iniciais e finais, rendimentos de turbinagem e bombagem, mas também associados ao EPSO, 
como por exemplo os valores dos pesos iniciais para a primeira geração, dimensão da 
população, o número de iterações, o coeficiente de aprendizagem τ e a condição de 
convergência.  
De seguida, é criada uma população inicial, sendo que aqui se optou por utilizar uma 
população gerada aleatoriamente e constituída apenas por três valores que representam os 
três estados possíveis para cada central: 
 -1 – A central bomba; 
 0 – A central está inativa; 
 1 – A central turbina. 
Ao optarmos por uma população inicial deste tipo estamos a admitir que quando se 
turbina ou se bomba tal ocorre com valores de potência máxima o que corresponde ao que 
acontece na realidade em que, a turbinagem ou a bombagem é usualmente realizada com 
valores máximos. 
Assim, e caso se trate de um problema com 2 centrais para um intervalo de tempo de 24 
períodos e se considerar apenas uma partícula, a população é composta por uma matriz com 
dimensão 1x48 (24 períodos x 2 centrais). 
Após a população inicial estar criada, sabemos então em que momentos cada central 
turbina, bomba, ou se encontra inativa. É então avaliada cada partícula da população inicial 
utilizando (4.12). 
Antes de calcular os valores da potência, é então verificada se a população inicial verifica 
as restrições do problema, nomeadamente: 
1. Primeiro é calculado o volume final em cada albufeira através das várias ordens 
de turbinamento e bombagem utilizando (4.13); 
2. Caso o volume ultrapasse em algum período o limite máximo de armazenamento 
da albufeira é realizado um descarregamento que corresponde ao excesso 
correspondente; 
3. Caso o volume ultrapasse o limite mínimo é ativada uma penalização a aplicar à 
função a maximizar; 
4. Caso o limite final não coincida com o valor final da central é igualmente ativada 
uma penalização a aplicar à função a maximizar. 
 São então calculados os valores das potências produzida no caso de turbinagem e 
consumida no caso de bombagem e, através de (4.12), é avaliado o lucro associado a cada 
partícula da população inicial. Nesta fase são aplicadas as penalizações, caso exista alguma 
violação. 
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Após a avaliação de todas as partículas da população e calculados os lucros, são 
guardadas as melhores posições individuais da população que neste primeiro passo 
correspondem à totalidade da  população. 
Entramos então no ciclo que decorre de 1 até ao número máximo de iterações 
previamente especificado ou até se verificar a condição de convergência especificada. Assim, 
a matriz da população inicial é duplicada obtendo-se então provisoriamente uma matriz que 
tem o dobro da dimensão da população inicial. 
São então mutados os pesos estratégicos da população copiada aplicando uma mutação 
aos pesos de cada indivíduo clonado. Após este passo é então necessário mover tanto a 
população inicial como as partículas clonadas aplicando então a regra do movimento do EPSO 
(expressões 3.3 e 3.4) a todas as partículas da população. 
Nesta fase ocorre o problema decorrente da utilização de uma população inicial em que 
cada variável apenas assume os valores -1, 0 e 1. Com efeito, após aplicar a regra do 
movimento do EPSO, os novos valores não corresponderão apenas a -1, 0 e 1. É então 
aplicada uma regra em que: 
 Caso o valor seja menor -0,5 o seu valor é automaticamente corrigido para -1; 
 Caso seja maior que 0,5 o valor a atribuir será 1; 
 Caso esteja na gama de [-0,5;0,5] o seu valor passará a ser 0. 
Isto permite-nos não só simplificar o algoritmo de solução usando os valores da população 
inicial, como irá permitir simular com maior pormenor a realidade uma vez que, quando uma 
central é colocada a bombar ou turbinar, tal ocorrerá à potência máxima. Assim, obriga-se a 
central a funcionar ao máximo ou a estar inativa. 
Após este passo, ambas as populações são avaliadas da forma que foi descrita antes de 
entrar no ciclo do EPSO. 
Por último, são selecionados os melhores indivíduos para constituir a nova população de 
um total de duas vezes a dimensão da população (população inicial e população mutada). 
Esta seleção é feita por comparação entre os indivíduos de cada população. Assim, o primeiro 
indivíduo da primeira população é comparada com o primeiro indivíduo da segunda população 
sobrevivendo para a geração seguinte o melhor, sendo este processo repetido até que não 
haja mais indivíduos nas duas populações. 
É então memorizada a história do enxame e de cada partícula, guardando a melhor 
posição individual na história de cada partícula e a melhor posição ocupada até ao momento 
pelo enxame. Em seguida regressa-se ao início do ciclo até que o número máximo de 
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Modelos  4.4 - 
  
Tal como tem vindo a ser referido ao longo deste documento, este tipo de problemas de 
otimização está associado a uma elevada complexidade. Como tal considerou-se vantajoso 
implementar diferentes modelos para a solução do problema aumentando paulatinamente o 
seu grau de complexidade. Pretende-se assim construir a aplicação computacional de forma 
progressiva, testando a introdução de novos aspetos no problema e avaliando a qualidade da 
solução e a robustez do algoritmo.  Tal como foi referido no capítulo anterior, o conceito de 
robustez é bastante importante uma vez que não se pode esperar que numa aplicação real o 
algoritmo seja executado cem ou mil vezes sobre o mesmo problema. Pretende-se executar a 
aplicação uma vez e confiar no resultado, pelo que a robustez do algoritmo é um aspeto 
importante a ter em consideração. 
4.4.1 - Modelo 1 
 
Numa primeira fase, pretende-se construir uma versão do programa bastante simples para 
lidar com previsões de preços de modo a dar ordens de turbinagem ou bombagem às centrais 
hídricas. Tal como foi explicado anteriormente, esta abordagem permite-nos não só construir 
de um modo mais simples um programa complexo bem como ficar a conhecer melhor o 
comportamento do EPSO quando se pretende otimizar a de exploração de centrais hídricas.  
A influência da variação de queda na potência produzida e consumida no turbinamento e 
na bombagem é também desprezada sendo assumido que o valor da queda é constante e 
máximo. 
As afluências serão igualmente desprezadas para facilitar a deteção de algum erro, uma 
vez que se assim for o volume inicial terá que ser igual ao volume final na albufeira. Por esta 
razão, teremos tantas ordens de bombagem como de turbinamento ao longo do período em 
análise. 
Assim, fornecendo um perfil previsto de preços de energia elétrica, pretende-se verificar 
se o algoritmo coloca corretamente as ordens de bombagem quando o preço apresenta menor 
valor e as ordens de turbinamento quando o preço se encontra mais elevado. 
Concluindo, neste modelo teremos: 
 Caudal constante e máximo tanto para bombagem como para o turbinamento, 
para cada período de tempo; 
 A altura de queda é constante e máxima; 
 As afluências são nulas; 
 Os preços são especificados de início. 
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4.4.2 - Modelo 2 
 
Numa segunda abordagem deste problema, o modelo anterior evoluiu por forma a 
englobar mais parâmetros de modo a aproximar o problema o mais possível da realidade. 
Como tal, foram introduzidas modificações ao primeiro modelo sendo que para cada 
modificação foram efetuados testes para verificar a viabilidade da situação. 
A primeira alteração passa por incluir as afluências horárias de cada aproveitamento. Isto 
significa que para que o volume de água no fim do espaço temporal seja o mesmo que o 
volume inicial, a aplicação terá de efetuar mais operações de turbinagem do que bombagem. 
Em último recurso, caso o volume máximo seja atingido e não sejam efetuadas operações de 
turbinagem, deverão ser efetuados descarregamentos. 
Para finalizar, será introduzida a variação não linear da queda com o volume na albufeira. 
Isto irá influenciar diretamente  a potência de turbinagem e bombagem. 
Assim, neste modelo as diferenças em relação ao anterior serão: 
 Afluências horárias; 
 Variação da queda útil. 
  
4.4.3 - Modelo 3 
 
O terceiro modelo corresponde a uma melhoria do anterior no sentido de aumentar a 
dimensão ao problema. Atualmente os produtores de energia eléctrica são também 
detentores de um número elevado de centrais hidroelétricas. Assim, neste modelo 
pretendemos incluir um maior número de centrais hidroelétricas a funcionar em simultâneo 
de acordo com a previsão de preços de energia elétrica. 
Serão também efetuadas simulações para um espaço de tempo mais alargado, não ficando 
apenas restritos a um ou dois dias de funcionamento como tem sido realizado em diversos 
trabalhos. Assim, pretende-se alargar o espaço temporal para uma semana de funcionamento 
para verificar se o algoritmo apresenta uma boa resposta não só em termos de tempo de 
computação bem como de fiabilidade de soluções. 
Neste modelo, e visto tratar-se de um problema com uma dimensão mais elevada, numa 
primeira fase não será incluída nos testes a variação de queda sendo esta incluída 
posteriormente nos testes seguintes. 
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4.4.4 - Modelo 4 
O último modelo corresponde à aplicação do EPSO a um problema de otimização de 
recursos hídricos em cascata. A simulação deste problema não se incluía nos objetivos iniciais 
deste trabalho, mas devido às boas prestações obtidas para os modelos anteriores foi então 
feita uma abordagem a um problema em cascata. 
Para este modelo, foi então necessário utilizar a expressão (4.11) na sua totalidade por 
forma a incluir para cada central o caudal turbinado pela central a montante e os seus 
descarregamentos e subtrair a água bombada pela central a montante. Em relação à restrição 
(4.11) isto corresponde a considerar o somatório situado no 2º membro desta equação. 
O que se espera obter desta abordagem é que a central que se encontra mais a jusante 
não necessite de efetuar tantas operações de bombagem como de turbinagem, uma vez que a 
água turbinada pela central a montante irá repor a água perdida pela turbinagem desta 
central. 
Assim, neste modelo será incluído: 
 Modelização de uma cascata composta por duas centrais; 
 Variação da altura de queda; 



























  Capítulo 5
Aplicação da Metodologia 
Considerações gerais 5.1 - 
Atualmente existem várias abordagens ao problema de otimização de recursos hídricos 
existindo algumas que permitem obter resultados bastante satisfatórios e outras que ficaram 
aquém do esperado. Assim, neste capítulo, serão apresentados os resultados obtidos com a 
aplicação desenvolvida por forma a realizar o planeamento da exploração de centrais 
hídricas. 
Tal como foi referido no capítulo anterior a aplicação do EPSO ao problema em questão 
será feita com aumentos sucessivos de complexidade do programa por forma a realizar uma 
análise pragmática relativamente aos valores obtidos de maneira a que o resultado final seja 
o melhor possível.  
5.1.1 - Modelos 
Como forma de desenvolver uma aplicação que pudesse lidar com o problema em questão 
foram desenvolvidos vários modelos em que se aumenta de forma sucessiva o seu grau de 
complexidade sem com isso descuidar a precisão e robustez do programa. De realçar que o 
objetivo desta dissertação passava não só por desenvolver uma aplicação baseada em EPSO e 
aplica-la ao problema, mas também verificar a viabilidade de uma abordagem baseada nesta 
metodologia. 
Com o primeiro modelo, foi realizado um estudo introdutório ao problema, tendo sido 
utilizada uma formulação mais simples por forma a adquirir alguma sensibilidade sobre o 
problema e a testar a robustez do programa. Assim, nas primeiras simulações serão feitos 
testes relativos à robustez do programa bem como à escolha dos pesos iniciais. 
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O segundo modelo corresponde a uma melhor aproximação à realidade uma vez que serão 
consideradas as afluências naturais das albufeiras bem como será incluída a variação da 
altura de queda com o volume armazenado na albufeira.  
No terceiro modelo será realizada uma abordagem semelhante à do modelo anterior, mas 
agora para um intervalo de tempo maior, cobrindo por completo o problema de otimização 
de curto prazo. Assim, será realizada a otimização para um período correspondente a uma 
semana de funcionamento. 
No último modelo, é feita uma abordagem a um conjunto de aproveitamentos em 
cascata, sendo realizado o planeamento de duas centrais para o intervalo de tempo de um 
dia. 
Assim, os objetivos deste conjunto de modelos são os seguintes:  
 verificar a possibilidade de se aplicar uma metodologia baseada em EPSO para um 
problema de otimização da exploração de centrais hídricas; 
 avaliar o programa quanto à robustez dos seus resultados; 
 avaliar a qualidade das soluções obtidas através de comparações feitas com 
resultados obtidos com outros métodos; 
 avaliar o desempenho do programa quanto ao espaço temporal de soluções – não 
só para um espaço temporal de um dia ou dois mas também como referido no 
modelo 3 avaliar o seu desempenho para o espaço de uma semana; 
 avaliar o programa quanto ao seu esforço computacional. 
Em todos os casos considerou-se que os tempos de atraso ∅௠, 𝜆௠, 𝜔௠ referidos na secção 
4.2.2 eram desprezáveis. 
5.1.2 - Sistema computacional utilizado 
Como referimos no quarto capítulo deste trabalho, o código do programa foi 
implementado em Matlab, sendo toda a análise dos resultados efetuada no mesmo programa.  
O computador utilizado possuía as seguintes características: 
 Processador: Intel® Core™ 2 Duo CPU E7400 @ 2.8GHz; 
 Memória RAM: 4 GB; 
 Sistema operativo: Windows Profissional 64 bits.  
Procedimento experimental 5.2 - 
5.2.1 - Modelo 1 
Este primeiro modelo, tal como foi referido, apresenta uma versão bastante simplificada 
do problema do planeamento da exploração de centrais hídricas. Assim e de modo a avaliar o 
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desempenho do EPSO, foi desenvolvida uma versão bastante simples do problema que nos 
permite avaliar a solução dada pelo programa. 
Para podermos avaliar a solução obtida por este modelo devemos então ter uma noção de 
qual será o valor para o qual a solução do nosso programa se deverá dirigir. Assim seguindo o 
exemplo que é descrito em [2] apresenta-se então uma metodologia tendo em vista a 
obtenção do melhor resultado a obter. 
Tendo em consideração que neste modelo inicial não existem afluências naturais e 
sabendo que o caudal de turbinagem e de bombagem é igual, para que no final do período de 
planeamento o volume de água armazenado na albufeira seja igual ao volume de água antes 
do processo começar, devemos então ter tantos períodos de bombagem como de turbinagem. 
Tendo em vista a maximização do lucro, o algoritmo adotado consiste em selecionar 
então o período de preço mais elevado para se realizar turbinagem e, consequentemente, o 
período de preço mais baixo para se realizar bombagem. Este processo continua seguindo 
sucessivamente o mesmo procedimento até que não exista mais nenhum par de períodos que 
traduza uma vantagem económica para bombar nem para turbinar uma vez que, para o 
mesmo volume de água, a energia necessária para bombar água é superior à energia gerada 
ao turbinar. Assim, só será realizada turbinagem, se existir algum período de bombagem em 
que o custo de bombar seja inferior ao proveito obtido pela turbinagem. 
O benefício económico deste processo é dado por (5.1) em que π representa o preço da 
energia do período e P representa o valor das potências. Os índices T e B referem-se ao 
processo de turbinar e de bombar, respetivamente. 
 
 𝒁 = 𝝅𝑻𝑷𝑻 − 𝛑𝑩𝑷𝑩 ( 5.1) 
 
Uma vez que a potência consumida com a bombagem é maior que a gerada com 
turbinagem, a decisão de turbinar e de bombar num determinado par de períodos deverá 









Assim, e aplicando este procedimento às centrais 1 e 2, cujas características poderão ser 
encontradas em anexo, devemos começar por determinar a razão entre a potência de 
turbinagem e de bombagem. Seguidamente ordenam-se os preços ao longo do horizonte 
temporal considerado cujos valores se encontram igualmente em anexo e cuja evolução 
poderá ser observada na Figura 5.1. 
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Figura 5.1 - Perfil do preço de mercado para 24 horas em €/MWh. 
 
Começamos então por constituir pares de turbinagem/bombagem selecionando para o 
efeito sucessivamente os preços mais elevados e os mais baixos. Os pares que respeitem a 
condição (5.2) irão representar ordens de bombagem e de turbinagem. Seguidamente na 
Tabela 5.1 apresentamos a verde os pares de turbinagem e bombagem escolhidos com os seus 
respetivos preços e o intervalo de tempo em que ocorrem. Em anexo apresenta-se também a 




πB/ πT Período πT(€/MWh) Período πB(€/MWh) 
19 90,60 2 45,00 0,4966 
20 85,00 4 45,44 0,5345 
21 85,00 6 45,51 0,5354 
22 80,47 5 45,52 0,5656 
24 79,72 7 45,58 0,5717 
11 72,50 3 46,50 0,6413 
13 72,42 1 55,00 0,7594 
12 71,74 8 55,49 0,7734 
23 70,00 9 56,16 0,8022 
14 66,25 17 58,50 0,8830 
18 62,00 16 58,95 0,9508 
10 61,75 15 61,07 0,9889 























Central 1 Central 2 
PT(MW) 172,48 104,67 
PB(MW) 213,04 126,45 
PT/PB  0,8096 0,83 
Tabela 5.2 - Informação relativamente às potências.  
Na Tabela 5.1 foram identificados os pares de períodos que cumprem a condição (5.2) 
sendo estes escolhidos para turbinar e bombar. 
Da análise efetuada obtemos que o lucro máximo para um problema envolvendo as 
centrais 1 e 2 a funcionar sem afluentes e com caudais de turbinagem e bombagem iguais 
corresponde a 46619,78€.  A estratégia ideal de funcionamento de ambas as centrais será igual 
e está evidenciada na Figura 5.2. 
 
 
Figura 5.2 - Ordens de turbinagem e bombagem para obtenção do valor ótimo. 
Para referência futura apresentamos também, na Tabela 5.3, o lucro máximo que seria 
obtido com 1, 2, 3 e 4 centrais respectivamente sabendo que as ordens de bombagem e de 
turbinagem seriam de acordo com as da Figura 5.2. 
 
Lucro máximo (€) 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
28239,24 46619,78 62702,76 102728,82 
Tabela 5.3 - Lucros máximos um período de 24 horas. 
 
Sabendo agora os lucros máximos que será possível obter temos então uma referência 
para os valores a obter pela aplicação desenvolvida. De realçar, como foi dito anteriormente, 
que esta abordagem serve apenas e exclusivamente para os ensaios realizados neste primeiro 
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Conjunto de testes 1 
 
Neste conjunto de testes, foram estudados os valores que poderão assumir os pesos dos 
termos de inércia, de memória, de cooperação e o peso que perturba o ótimo corrente, no 
sentido de perceber quais os pesos iniciais a aplicar ao algoritmo. Por sua vez, o parâmetro 
de aprendizagem τ também será alvo de análise para podermos entender a influência do 
mesmo. 
Assim foram registados na Tabela 5.4 os valores obtidos para o lucro para várias 
simulações com vários pesos e parâmetros bem como o seu valor médio e o desvio em relação 
ao valor ótimo de 28239,24€ indicado na Tabela 5.3. Os pesos foram alterados para valores 
diferentes dos apresentados na Tabela 5.4 mas por não permitirem obter tão bons resultados 
como os indicados não serão apresentados neste documento. 
 
 
τ 1 Sim. 2 Sim. 3 Sim. 4 Sim. 5 Sim. Média Desvio  
I=0,5 0,15 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
M=0,5 0,2 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
C=0,5 
2 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
bG=0,9 
I=0,9 0,15 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
M=0,9 0,2 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
C=0,9 
2 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 28239,24 0,00 
bG=0,9 
Tabela 5.4 - Resultados do lucro obtido por uma central em €, para algumas 
configurações de pesos e parâmetro de aprendizagem. 
Como se repara na Tabela 5.4, o algoritmo atingiu para todas as configurações o valor 
óptimo.  
Uma vez que apenas 5 simulações para cada configuração não correspondia a uma 
amostra significativa, foram efetuados mais testes no sentido de escolher o melhor valor para 
τ e para os pesos iniciais. Assim, foi desenvolvido um programa para correr o algoritmo 1000 
vezes avaliando não só o comportamento do algoritmo quando se alteram os valores dos pesos 
iniciais e o valor de τ, bem como a sua robustez. 
Como foi indicado interiormente, a robustez de um algoritmo é bastante importante no 
sentido em que se espera simplesmente correr uma vez o programa e confiar no resultado 
obtido.  
Nas 1000 corridas referidas verificou-se que o algoritmo atingiu em 961 vezes o valor 
ótimo com os pesos fixados em 0,9 e τ igual 0,15 e 970 vezes para τ igual a 0,2 com os mesmo 
pesos. Na Tabela 5.5 foi registado o valor da média e do desvio padrão do lucro obtido para 
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estas duas combinações. As outras combinações não foram representadas uma vez que apenas 
atingiram o valor óptimo em cerca de 70% e 80% das 1000 corridas efetuadas. 
Pesos 
τ Média σ σ(%) 
Inércia Memória Cooperação bG 
0,9 0,9 0,9 0,9 
0,15 28222,61 95,15 0,337 
0,2 28224,57 86,35 0,306 
Tabela 5.5 - Resultados do teste de robustez. 
Como podemos observar na Tabela 5.5, o algoritmo desenvolvido obteve resultados 
bastante satisfatórios. Sabendo que o valor ótimo para o problema de otimização de uma 
central é de 28239,24€ verificamos que a média dos valores obtidos não se afastou 
significativamente do ótimo. 
Assim, os pesos escolhidos serão 0,9 para todos os termos e o parâmetro de aprendizagem 
τ utilizado será 0,2 tendo em conta que esta combinação está associada ao menor desvio 
padrão da amostra de valores obtida para os lucros. 
  
Conjunto de testes 2 
 
Com os pesos indicados, houve a necessidade de avaliar o número de iterações que o 
programa deveria executar no sentido de avaliar o esforço computacional causado pelo 
mesmo. Foram então efetuados alguns testes no sentido de verificar quantas iterações 
necessitaria o nosso programa de executar para obter um resultado suficientemente estável. 
A figura seguinte mostra a evolução do ótimo global ao longo do processo iterativo. 
 
Figura 5.3 - Evolução do melhor global para 10000 iterações. 
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Como podemos observar pela análise da Figura 5.3, o algoritmo apresenta uma rápida 
velocidade de convergência em direção ao valor óptimo. Pela simples análise do gráfico 
podemos observar que a realização de 3000 iterações seria suficiente para garantir a 
convergência mas, por uma questão de segurança, iremos utilizar nas próximas simulações 
5000 iterações. Com a redução do número de iterações será também obtido um menor tempo 
de computação. 
 
Figura 5.4 - Evolução do melhor global usando 5000 iterações. 
Com apenas 5000 iterações obtemos o valor de 28239,24€  que  representa  o  melhor  valor  
que se pode obter para apenas uma central o que significa que atingimos o melhor valor 
possível. Em termos de tempo computacional, passamos de cerca de 35 segundos para cerca 
de 18 segundos ao reduzir o número de iterações de 10000 para 5000. Isto poderá não 
parecer significativo para apenas 1 central num espaço de tempo de 24 horas mas fará alguma 
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Conjunto de testes 3 
 
Neste conjunto de testes é colocado o algoritmo desenvolvido a correr por forma a avaliar 
o seu desempenho. Serão feitas simulações para as várias centrais apresentando de seguida o 
tempo de computação bem como a evolução da função de avaliação do melhor indivíduo em 
cada iteração e a evolução do melhor global. Na Figura 5.5 foi registada a evolução do melhor 
global para cada central e também do valor global da função objetivo do problema. 
 
 
Figura 5.5 - Evolução do melhor global. 
Em cima à esquerda e à direita encontra-se a evolução do melhor indivíduo associado às 
centrais 1 e 2, respectivamente, enquanto que na parte inferior e pela mesma ordem as 
centrais 3 e 4. Ao centro temos a evolução do melhor global para todo o processo. 
Na Figura 5.6 podemos observar o melhor indivíduo em cada iteração estando as centrais 
dispostas da mesma maneira. 
64  Aplicação da Metodologia 
 
 
Figura 5.6 - Representação do melhor indivíduo de cada geração. 
Não é de estranhar que a função de avaliação do melhor indivíduo apresente valores 
fortemente negativos em determinadas iterações. Isto deve-se ao facto de serem aplicadas 
penalizações não só quando são efetuados descarregamentos mas sobretudo quando 
determinado ciclo do programa não termina com o mesmo volume de água com que se 
iniciou.  
Os tempos de computação para cada simulação são apresentados na Tabela 5.6. 
 
Tempos de computação (s) 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
18,04 35,94 53,86 71,36 
Tabela 5.6 - Tempos de computação. 
A evolução de preço ao longo do período de simulação está indicada na Figura 5.7 e as 
ordens de exploração para 1 dia podem ser observadas na Figura 5.8. As ordens de exploração 
representadas na Figura 5.8 modelo são aplicáveis a todas as centrais como já foi explicado 
anteriormente. Como pode ser observado, as ordens de exploração são iguais às da Figura 
5.2, o que testemunha o bom resultado do algoritmo implementado. 
Procedimento experimental  65 
 
 
Figura 5.7 - Evolução do preço de mercado (€/MWh). 
 
Figura 5.8 - Ordens de exploração para qualquer uma das centrais. 
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Através das Figura 5.7 e 5.8 verificamos que a turbinagem ocorre nas horas de preço mais 
elevado e a bombagem é efetuada nas de preço mais baixo, o que comprova o bom 
funcionamento do algoritmo. 
 
Conjunto de testes 4 
 
Nesta fase foram repetidos os conjuntos de testes anteriores considerando agora um 
período de 2 dias. O objetivo consiste em perceber o impacto do aumento do espaço 
temporal no tempo de computação e na qualidade dos resultados. 
Para o efeito foi realizada uma abordagem igual ao que foi apresentada no princípio deste 
capítulo mas destas vez construindo pares de preços para as 48 horas. Mais uma vez, os pares 
de preços em que é compensador turbinar e bombar são os que se encontram indicados a 




πB/πT Período πT(€/MWh) Período πT(€/MWh) 
43 91,91 30 43,75 0,4759 
19 90,60 31 43,89 0,4843 
21 85,00 2 45,00 0,5294 
20 85,00 29 45,36 0,5337 
45 84,49 4 45,44 0,5378 
44 83,13 6 45,51 0,5474 
46 80,96 5 45,52 0,5622 
22 80,47 7 45,58 0,5664 
24 79,72 28 45,74 0,5738 
48 78,22 27 46,02 0,5882 
37 72,63 26 46,25 0,6367 
11 72,50 3 46,50 0,6413 
13 72,42 1 55,00 0,7594 
12 71,74 8 55,49 0,7734 
35 70,24 33 56,15 0,7993 
36 70,18 9 56,16 0,8002 
23 70,00 25 56,20 0,8028 
47 67,05 32 58,08 0,8661 
38 66,36 17 58,50 0,8816 
14 66,25 16 58,95 0,8898 
42 64,44 40 59,06 0,9165 
34 64,18 39 59,78 0,9313 
18 62,00 41 60,64 0,9780 
10 61,75 15 61,07 0,9889 
Tabela 5.7 - Pares de possíveis bombagens/turbinagens indicados a verde. 
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Na Tabela 5.8 apresenta-se o lucro máximo que as centrais podem obter no intervalo de 
tempo de 48 horas. Estes valores, à semelhança do que aconteceu anteriormente, irão servir 
de termo de comparação com os valores obtidos através do algoritmo EPSO. 
 
Lucro máximo (€) 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
55535,61 109507,17 141031,89 219371,83 
Tabela 5.8 - Lucros máximos para um período 48 horas. 
Neste ponto é feita uma análise semelhante ao efectuado no conjunto de testes 1 no 
sentido de verificar quais os pesos a utilizar bem como o valor mais adequado para o 
parâmetro de aprendizagem. Na Tabela 5.9 foram registados os valores obtidos para o lucro 
obtido por uma central em diversas simulações, o seu valor médio, e o desvio face ao valor de 
55535,61€ indicado na Tabela 5.8. 
 
 
τ 1 Sim. 2 Sim. 3 Sim. 4 Sim. 5 Sim. Média Desvio  
I=0,5 0,15 54888,81 54013,52 54739,87 54241,98 54895,11 54555,86 342,49 
M=0,5 0,2 55535,61 54875,67 54788,29 54352,73 53480,00 54606,46 552,08 
C=0,5 
2 54065,45 55392,36 54112,72 54831,81 54532,36 54586,94 420,12 
bG=0,9 
I=0,9 0,15 52305,89 51776,26 52368,06 52197,08 52777,72 52285,00 238,67 
M=0,9 0,2 52336,6 52280,77 52577,21 52165,98 52305,51 52333,21 98,95 
C=0,9 
2 53159,36 51879,13 52461,18 52097,41 53482,31 52615,88 563,97 
bG=0,9 
Tabela 5.9 - Resultados do lucro obtido por uma central em € para algumas 
configurações de pesos e parâmetro de aprendizagem. 
Reparamos que todas as configurações apresentam um valor bastante próximo do valor 
ótimo. Assim sendo, iremos utilizar a combinação que apresenta menor desvio por forma a 
conferir maior fiabilidade ao algoritmo uma vez que os valores não se irão alterar 
significativamente de corrida para corrida. 
Assim, e por forma a avaliar o desempenho, foram feitos testes aumentando 
sucessivamente o número de centrais a funcionar e registando-se não só o tempo de 
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1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 40,81 82,46 123,93 165,22 
Lucro obtido  (€) 54894,70 89960,71 120872,64 196938,84 
Tabela 5.10 - Resultados obtidos e tempo de computação. 
 
Para um período de simulação de 48 horas, o algoritmo não atingiu o lucro máximo mas 
mesmo assim podemos realçar que os resultados para uma e quatro centrais em 
funcionamento são satisfatórios uma vez que representam um desvio de cerca de 2% e 10% 
em relação ao máximo. O tempo de computação, quando comparado com outros métodos, é 
bastante favorável, precisando o EPSO de apenas 165,22 segundos para resolver o problema 
envolvendo 4 centrais num espaço de 48 horas. 
De seguida e à semelhança do que foi apresentado para o período de 24 horas, podemos 
observar na Figura 5.9 a evolução do melhor global para cada central e para todo o processo. 
De realçar que nesta fase foram utilizadas 10000 iterações uma vez que, por segurança, se 
resolveu admitir realizar o dobro de iterações das usadas para 24 horas. Quanto aos pesos foi 
utilizado o valor de 0,5 para todos os pesos e taxa de aprendizagem de 0,2. 
 
 
Figura 5.9 - Evolução do melhor global. 
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Figura 5.10 - Evolução do preço de mercado (€/MWh). 
 
Figura 5.11 - Ordens de exploração para todas as centrais. Em cima centrais 1 e 2 
respectivamente e em baixo 3 e 4. 
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Apesar de o programa não obter os valores óptimos para este caso, verifica-se contudo o 
seu bom funcionamento uma vez que, tal como podemos reparar nas Figuras 5.10 e 5.11, o 
programa coloca as ordens de bombagem e de turbinagem nos períodos em que se verificam 
os menores e os maiores preços, respectivamente. Mais uma vez, e por se tratar de um 
modelo em que a variação da queda e a existência de afluências é ignorada, verifica-se que o 
número de ordens de bombagem é igual ao número de ordens de turbinagem. 
 
5.2.2 - Modelo 2 
Neste segundo modelo foram eliminadas algumas simplificações que tinha sido tomadas 
em consideração. Assim, as afluências e a variação da queda de cada aproveitamento serão 
incluída nos modelos seguintes. 
A inclusão de afluências levanta um problema que se prende com o nível de água 
armazenada na albufeira. No modelo anterior, era exigido que o volume final armazenado 
numa albufeira fosse igual ao volume com que se iniciou o processo, sendo as soluções que 
não observavam esta condição afetadas por uma penalidade. Neste modelo, e com as 
afluências naturais, temos então um aumento do volume armazenado na albufeira o que 
levará a um aumento de turbinamentos. Contudo, a condição referida irá limitar bastante o 
espaço de soluções admissíveis, podendo levar a situações em que o volume final ultrapasse o 
volume inicial. Num modelo semelhante ao primeiro, soluções deste tipo seriam penalizadas. 
Assim, foi introduzida neste modelo uma condição que permite que o volume final esteja 
compreendido num intervalo de valores do volume final pretendido por forma a aumentar o 
espaço de soluções. Uma vez que as centrais apresentam diferentes volumes de 




Conjunto de testes 1 
 
Nesta primeira fase foram incluídas as afluências naturais de cada central em cada hora 
do horizonte temporal do planeamento. Estas afluências podem ser consultadas em anexo a 
este documento. Como foi referido, não será de estranhar que o resultado final inclua um 
maior número de períodos de turbinagem do que períodos de bombagem. 
Mantendo os parâmetros utilizados para o modelo 1, foram efectuadas simulações no 








1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 18,4 36,47 55,03 71,13 
Lucro obtido  (€) 40203,76 124108,24 192379,67 232405,73 
Tabela 5.11 - Resultados obtidos e tempo de computação. 
 
Comparando estes resultados com os obtidos com o Modelo 1, e tal como seria esperado, 
os lucros aumentam, dado que existem afluências naturais, o que permite eliminar algumas 
operações de bombagem passando em alguns casos inclusive a existir mais turbinagens. Outro 
aspeto a ter em conta no aumento de lucro deve-se à criação da margem relativamente ao 
volume final uma vez que é permitido utilizar mais água não sendo necessário verificar de 
forma estrita a condição que implicava que o volume final fosse igual ao inicial. 
Para finalizar podemos dizer que os tempos de computação não apresentam variação 
significativa uma vez que a inicialização dos valores da afluência já estava presente no 




Figura 5.12 - Ordens de exploração para todas as centrais. 
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Comparando as ordens de exploração apresentadas na Figura 5.12 com as da Figura 5.8 é 
fácil verificar que a central 4 não mudou as suas ordens de exploração. Esta situação deve-se 
ao facto de esta central não possuir afluências naturais pelo que as ordens de exploração 
permanecem iguais. Por sua vez, a central 1 perdeu um período de bombagem enquanto que 
as centrais 2 e 3 aumentaram bastante o número de períodos de turbinagem. Isto deve-se à 
inclusão das afluências que, no caso destas centrais apresentam um caudal elevado quando 
comparado com os seus caudais máximos de turbinagem e de bombagem. 
 
Conjunto de testes 2 
 
Para finalizar este modelo, foi então incluída a relação não linear resultante da variação 
da queda da central. Assim, considerando a variação de queda, podemos dizer que o modelo  
procura simular o mais próximo possível as características físicas que afetam o 
comportamento de uma central hídrica. A variação da queda foi considerada de acordo com o 
detalhado em 4.2.1. 
A configuração utilizada foi igual ao conjunto de testes anteriores tendo-se obtido um 
lucro de 38193,58  € para 1 central com um tempo de simulação de 19,92 segundos e um lucro 
de 226759,93€  com um tempo de simulação de 74,21 segundos para 4 centrais. Na Tabela 
5.12 apresenta-se os valores obtidos para as várias configurações e tempos de computação. 
 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 19,92 37,79 56,74 74,21 
Lucro obtido  (€) 38193,58 120000,53 187134,11 226759,93 
Tabela 5.12 - Resultados obtidos e tempo de computação. 
Como seria de esperar, o efeito de variação de queda diminui um pouco os lucros obtidos 
em comparação com os anteriores. Esta situação resulta do facto de no modelo anterior se 
considerar a queda constante e máxima. Quanto aos tempos de computação, o cálculo da 
variação de queda aumenta a complexidade do problema mas não se reflete nos tempos de 
computação. 
Para 48 horas os resultados e tempos de computação obtidos encontram-se na Tabela 
5.13.  Por sua vez, as ordens de exploração são apresentadas na Figura 5.13. 
 
 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 41,46 82,12 123,66 164,16 
Lucro obtido  (€) 63334,36 172324,97 257601,35 334415,19 
Tabela 5.13 - Resultados obtidos e tempo de computação. 




Figura 5.13 - Ordens de exploração para todas as centrais. 
 
5.2.3 - Modelo 3 
Neste modelo será feita uma abordagem ao exercício de planeamento envolvendo um 
problema de maior dimensão de forma a obter as ordens de operação para as centrais para 
um intervalo de tempo de 7 dias. Simulando uma semana de exploração tenta-se então cobrir 
na generalidade o problema de optimização de curto prazo. 
Assim sendo, numa primeira fase será feita uma abordagem em que não serão incluídas 
afluências nem variações de queda sendo estes aspetos incluídos nos testes seguintes. 
Pretende-se assim verificar se o programa desenvolvido apresenta a capacidade de 
construir ordens de bombagem e de turbinagem para um espaço de tempo mais alargado 
verificando o esforço computacional associado. 
O perfil dos preços para os 7 dias analisados é apresentado na Figura 5.14. 
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Figura 5.14 - Evolução do preço de mercado (€/MWh). 
 
Conjunto de testes 1 
  
Neste primeiro conjunto de testes o programa foi utilizado não considerando as afluências 
naturais e a variação da queda.  
À semelhança do que foi feito para 24 e para 48 horas, surgiu a necessidade de comparar 
resultados por forma a conseguir avaliar o desempenho do algoritmo. Assim, foram 
construídos pares de turbinagem/bombagem para as 168 horas no sentido de avaliar o lucro 
máximo obtido pelas centrais. Na Tabela 5.14 encontram-se registados esses valores para 1, 
2, 3 e 4 centrais. 
 
Lucro máximo (€) 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
259361,45 484719,41 629079,08 984857,00 
Tabela 5.14 - Lucro máximo para o período de 7 dias. 
 
Visto tratar-se de um problema relativo a um espaço temporal bastante maior que os 
anteriores, é necessário então fazer uma abordagem relativamente aos pesos que iremos 
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utilizar no âmbito do EPSO. Foram então realizadas diversas simulações no sentido de 
verificar que pesos utilizar. Na Tabela 5.15 encontra-se o resultado destas simulações apenas 
para 1 central em que os pesos que influenciam cada termo da expressão de movimento do 
EPSO que serão experimentados foram os usados nos modelos anteriores. O valor do 
parâmetro de aprendizagem manteve-se em 0,2 tal como foi usado nas simulações anteriores 
 









0,5 0,5 0,5 0,9 236364,24 259361,45 22997,21 8,9 
0,9 0,9 0,9 0,9 258245,73 259361,45 1115,72 0,43 
Tabela 5.15 - Selecção dos pesos iniciais. 
Assim, o valor dos pesos usados nas simulações seguintes será de 0,9 para os termos de 
inércia, memória, cooperação e para o ótimo corrente uma vez que, tal como podemos 
verificar, é o que permite obter um lucro mais elevado. 
Foram então executadas várias simulações para as várias centrais, sendo os valores 
obtidos para o lucro e os tempos de computação registados na Tabela 5.16.  
 
 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 59,79 115,24 174,38 233,04 
Lucro obtido  (€) 258245,73 390981,12 529669,74 851241,63 
Tabela 5.16 - Resultados obtidos e tempo de computação. 
Como podemos observar pela Tabela 5.16, o algoritmo comporta-se bastante bem quando 
estamos apenas a simular uma central atingindo valores muito próximos do ótimo. Para as 
situações em que há 2, 3 e 4 centrais o erro ronda os 15% o que não é muito satisfatório. No 
entanto, mesmo com valores ligeiramente abaixo do ótimo podemos afirmar o sucesso deste 
algoritmo, não só em termos de tempo de computação, apresentando um tempo de 
computação muito inferior ao da maior parte dos trabalhos disponíveis mas também na 
capacidade de colocar as operações de exploração das centrais nos períodos de preço mais 
elevado para turbinagem e de preço mais reduzido para bombagem conforme podemos 
confirmar nas Figura 5.15. 
 





Figura 5.15 - Ordens de operação para as 4 centrais para o período de 7 dias. 
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Como se pode verificar por comparação com a Figura 5.14, o algoritmo coloca os períodos 
de bombagem nos períodos de preço mais baixo, sendo um bom exemplo deste 
comportamento o facto de todas as centrais bombarem mais a partir sensivelmente da hora 
número 140. 
 
Conjunto de testes 2 
 
Neste segundo conjunto de testes são agora adicionados aspetos que já foram testados no 
Modelo 2. À semelhança do que foi feito no segundo modelo, serão incluídas a variação de 
queda e as afluências naturais em cada período. Estes valores podem ser consultados na 
tabela em anexo a este documento. 
Como seria esperado, o algoritmo apresenta um bom comportamento mesmo com a 
inclusão destas novas condicionantes e, tal como sucedeu no Modelo 2, a inclusão destes 
novos aspetos não implicou um acréscimo significativo de esforço computacional. Com 2 
centrais obtivemos um lucro de 652246,38€  para um tempo de cálculo de 145,22 segundos 
enquanto que para 4 centrais o lucro obtido foi de  1203943,48€  para um tempo de cálculo 
287,87 segundos. 




1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
Tempo de computação (s) 59,79 145,22 216,37 287,87 
Lucro obtido  (€) 565237,10 652246,38 905515,90 1203943,48 
Tabela 5.17 - Resultados obtidos e tempo de computação. 
À semelhança do Modelo 2, podemos verificar que ocorreu um aumento do lucro obtido 
relativamente ao conjunto de testes anteriores, não só por serem consideradas as afluências 
naturais permitindo reduzir o número de bombagens, mas também pela margem considerada 
relativamente ao volume final. Contudo, ocorre uma ligeira atenuação dos valores do lucro 
uma vez que neste conjunto de testes foi incluída a variação de queda. 
Na Figura 5.16 registamos as ordens de operação para as 4 centrais referentes ao período 
de 7 dias. 




Figura 5.16 - Ordens de operação para as 4 centrais para o período de 7 dias. 
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Como podemos observar através da comparação da Figura 5.16 com a Figura 5.15, é 
evidente o aumento de ordens de turbinagem em relação ao que acontecia na simulação sem 
afluências naturais.  
Nesta simulação observa-se que o algoritmo tem novamente tendência a bombar nos 
últimos períodos do intervalo de 168 horas analisadas, uma vez que o preço de mercado da 
eletricidade é mais reduzido. 
É de salientar que para este sistema hídrico o algoritmo apresenta dificuldade em 
convergir para o valor óptimo. O valor obtido em diversas simulações insere-se numa gama de 
valores próximos não correspondendo, no entanto, sempre ao mesmo valor ao contrário do 




5.2.4 - Modelo 4 
Neste modelo o algoritmo implementado foi aplicado a um conjunto de 2 aproveitamentos 
em cascata. 
Na verdade é bastante comum encontrarem-se conjuntos de centrais ao longo de um 
mesmo curso de água. Este cenário representa então diferenças em relação ao que foi 
simulado até agora, em que uma central hídrica estava isolada e, como tal, as suas ações de 
bombagem e turbinagem não iriam afetar nenhuma central a jusante nem a montante. 
Neste modelo é feita uma aproximação à realidade, onde duas centrais serão colocadas 
em cascata. As centrais escolhidas para o efeito foram as centrais 1 e 2, cujas características 
se encontram em anexo. 
Neste modelo, à semelhança do que aconteceu no Modelo 2, o limite do volume final 
armazenado deverá situar-se numa gama de valores uma vez que se fosse exigido que o 
volume final de determinada central fosse igual ao seu volume inicial, poderia não haver 
soluções admissíveis, principalmente por não serem iguais às capacidades de turbinagem e de 
bombagem de cada central. Neste modelo, a água turbinada pela central a montante irá 
comportar-se como se tratasse de uma afluência para a central a jusante. Por outro lado, a 
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Conjunto de testes 1 
 
Para este conjunto de testes foram utilizados os parâmetros que foram recorrentes nos 
três modelos anteriores. Assim, aplicou-se um peso inicial de 0,9 para termos os de memória, 
de inércia, de cooperação e para o ótimo corrente e um coeficiente de aprendizagem τ de 
0,2. 
Ao fim de 108,41 segundos obtemos um resultado de 93054,45€. Este é um resultado 
interessante uma vez que o lucro obtido para duas centrais a funcionar separadamente, tal 
como podemos observar no Modelo 1, seria de 46619,78€.  Na Figura 5.17 podemos observar 
a evolução de lucro deste aproveitamento. 
 
Figura 5.17 - Evolução do lucro para uma cascata de 2 centrais em €. 
A diferença assinalada no parágrafo anterior de lucro é explicada não só pela margem 
considerada para o limite máximo atribuida a ambas as centrais, mas também pelo facto de a 
central a jusante estar mais tempo a turbinar, não necessitando de efetuar tantas bombagens 
como se estivesse a trabalhar isoladamente. Note-se ainda que se se encontrasse a trabalhar 
isoladamente teriam de existir um número de perídos de turbinagem e de bombagem iguais 
de forma a respeitar a condição de igualdade dos volumes inicial e final.  Na Figura 5.18 
podemos observar as ordens de funcionamento obtidas para as duas centrais para um período 
de 24 horas. 
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Figura 5.18 - Ordens de exploração para os 2 aproveitamentos em cascata para um 
período de 24 horas. 
Como podemos observar, a central 1 comporta-se de forma semelhante ao que aconteceu 
no Modelo 1. Caso não fosse a margem admitida para o volume final, o seu comportamento 
deveria ser igual ao manifestado no Modelo 1. Por sua vez, a central 2 efetua bastantes mais 
ações de turbinagem do que de bombagem, o que é normal uma vez que a reposição de água 
é feita através da água turbinada pela central 1. 
Retirando a margem referida à restrição do volume final da água da central 1 o seu 
comportameno deverá ser igual ao observado no Modelo 1. Por sua vez, as ordens de 
operação serão diferentes das observadas na Figura 5.18 tal como se encontra ilustrado na 
Figura 5.19. 
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Figura 5.19 - Ordens de exploração para os 2 aproveitamentos em cascata para um 
período de 24 horas admitindo que a margem entre os volumes inicial e final da primeira 
barragem é considerada. 
Tal como seria de esperar a central 1 comporta-se como no Modelo 1 e, por sua vez, a 
central 2 terá o seu comportamento modificado do que foi observado na Figura 5.18. Isto 
acontece porque a central 2 é dependente do funcionamento da central 1. 
Com esta configuração, obtêm-se um valor de 51451,20€ para o lucro para um tempo de 
computação de 114,72 segundos. 
 
Comparações com resultados disponíveis em [2] 5.3 - 
Seguidamente é reaizada uma breve comparação com o modelo de otimização baseado 
em algoritmos genéticos. De realçar que esta comparação em termos de resultados obtidos só 
é viável para o Modelo 1 com 24 períodos horários uma vez que nos restantes períodos os 
valores dos preços da energia elétrica foram diferentes, por um lado, e por outro porque as 
caraterísticas dos aproveitamentos considerados para os seguintes modelos é diferentes dos 
apresentados em [2]. 
Na Tabela 5.18 retirada de [2] podemos observar os valores do lucro obtido para diversas 
dimensões da população. De salientar que o valor da solução óptima para 1, 2, 3 e 4 centrais 
era de 28239,24€, 46,619,78€ 62702,76€ e 102728,28€ respetivamente. 
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1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
20 Indivíduos 28 130,16  € 43 052,14  € 46 150,92  € 65 820,91  € 
93,07 seg 106,36 seg 160,12 seg 173,96 seg 
30 Indivíduos 28 239,24  € 43 516,11  € 50 520,28  € 73 205,41  € 
139,31 seg 153,94 seg 207,64 seg 221,35 seg 
40 Indivíduos 28 239,24  € 46 038,62  € 57 540,87  € 80 406,22  € 
172,54 seg 196,60 seg 242,94 seg 283,87 seg 
Tabela 5.18 - Lucro obtido e tempo de computação para diferentes configurações dos 
algoritmos genéticos pra 20000 iterações [2]. 
 
 
1 Central 2 Centrais 3 Centrais 4 Centrais 
20 Partículas 28 239,24  € 46 619,78  € 62 702,76  € 102 728,82  € 
18,04 seg 35,94 seg 53,86 seg 71,36 seg 
Tabela 5.19 - Lucro obtido e tempo de computação para o EPSO. 
Como podemos observar da Tabela 5.18, os algoritmos genéticos apenas conseguem 
atingir o valor ótimo para o lucro para uma central quando se utiliza uma população de pelo 
menos 30 indivíduos. No entanto, para 2, 3 e 4 centrais a funcionarem em simultâneo não se 
consegue atingir o ótimo mas sim aproximar-se dele à medida que o número de indivíduos 
aumenta. Contudo este aumento acarreta um aumento do tempo de computação 
considerável. 
Por sua vez, o EPSO em apenas 5000 iterações e com uma população de 20 partículas 
atinge o valor ótimo para todas as configurações levando a configuração mais pesada 71,36 
segundos a convergir, o que representa cerca de 4 vezes menos que o tempo que os 
algoritmos genéticos levam a calcular o seu melhor valor. 
Para o período de 48 horas os algoritmos genéticos têm um tempo de cálculo de cerca de 
905 segundos para apresentarem um valor próximo do ótimo enquanto que o EPSO apenas 
demorou 165,22 segundos. 
Assim, podemos afirmar que para este problema, o EPSO apresenta um desempenho 
superior ao atingido em [2], não só em termos de resultado mas também em termos de 
esforço computacional. Com efeito, para o  problema de 24 horas o EPSO apresenta cerca de 














  Capítulo 6
Conclusões 
Com as alterações introduzidas pelo novo paradigma provocado pelo desenvolvimento dos 
Mercados de Eletricidade, o setor elétrico tem vindo a manifestar uma importante evolução 
nos últimos anos. Esta reestruturação, bem como  a crescente competitividade entre 
empresas detentoras de ativos de produção, originou inúmeros estudos por forma a 
desenvolver metodologias e ferramentas computacionais capazes de lidar com os problemas 
que têm vindo a surgir. 
Umas das áreas que recebeu maior enfoque nos últimos anos foi sem dúvida a otimização 
da gestão dos recursos hídricos em ambiente de mercado, não só devido aos custos de 
produção nulos, bem como à dificuldade de calcular o valor futuro da água.  
O trabalho agora apresentado visou contribuir de forma significativa para a resolução do 
problema acima referido. Assim, através do desenvolvimento de uma metodologia de 
optimização capaz de estimar a remuneração de centrais hídricas que atuam em mercados de 
eletricidade bem como as suas ordens de exploração, metodologia essa capaz de incluir 
características importantes nomeadamente a relação da variação da queda e o efeito de 
bombagem, foi possível verificar que uma metodologia baseada em EPSO é capaz de lidar 
com este problema. 
Este documento, permite estabelecer um ponto de partida para desenvolvimentos futuros 
relacionados com o tema apresentado uma vez que, para além dos modelos desenvolvidos 
para abordar com o problema da otimização de centrais hídricas, foram ainda realizadas 
simulações com vista a criar maior sensibilidade em relação ao uso do EPSO. 
Pode-se então afirmar que o trabalho realizado apresenta as seguintes contribuições:  
 Apresentação de um algoritmo capaz de fornecer uma estratégia de exploração 
de centrais hídricas a curto prazo; 
 Demonstração da capacidade da interligação de centrais hídricas em cascata; 
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 Consideração dos principais aspetos que caracterizam o problema de exploração 
de centrais hídricas, como a relação não linear entre a potência, o caudal e a 
altura de queda, bem como a realização de bombagem. 
As principais vantagens deste modelo são, para além das apresentadas anteriormente, a 
sua velocidade e a robustez dos valores apresentados. 
Os bons resultados obtidos levam a crer que futuros desenvolvimentos baseados no EPSO 
poderão ser uma mais valia. Assim, relativamente ao problema em questão existe espaço 
para novos desenvolvimentos, nomeadamente: 
 Possibilidade de considerar a existência de vários grupos geradores por central; 
 Considerar outros estados de funcionamento para as centrais, permitindo aos 
grupos o funcionamento a 20%, 40%, 60%, 80% e 100% do caudal de turbinagem. 
Esta alteração seria feita ao nível da codificação da população não ficando estes 
restritos aos valores utilizados; 
 Construir um programa que, para além da gestão das centrais hídricas, inclua 
ainda a gestão das centrais térmicas por forma a poder realizar o despacho para 
todo o sistema. Esta situação iria de encontro à realidade uma vez que, 
normalmente, os detentores de ativos de produção hídrica possuem também 
ativos de produção térmica; 
 Uma vez que neste trabalho o custo de arranque de uma central hídrica foi 
considerado nulo, seria interessante verificar o impacto nos custos de 
manutenção dos sucessivos arranques e paragens a que as centrais estão sujeitas; 
 Acoplar o programa a outro, responsável por realizar estudos económicos com 
vista a aferir o valor marginal da água. O primeiro forneceria diretamente os 
valores de armazenamento de água no final do horizonte do planeamento que 
seriam utilizados, em seguida, pelo segundo. Os estudos económicos basear-se-
iam não só nas previsões de mercado mas também nas previsões das afluências de 
cada aproveitamento; 
 Possibilidade de gerar uma população inicial que representasse desde logo uma 
possibilidade de operação. Esta estratégia poderia aumentar, ainda mais, a 
velocidade de convergência do método.  Este procedimento seria realizado com 
recurso a um grafo onde, para cada período, a água que passava para o período 
seguinte era resultante da soma da água com que o processo foi iniciado, do 
caudal turbinado ou bombado, das afluências e dos descarregamentos; 
 Implementação do código numa linguagem de programação mais poderosa, 
nomeadamente C ou C++ o que permitiria obter tempos de computação inferiores 
aos associados à utilização do Matlab. 
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Finalmente, agradece-se à EDP Produção a proposta deste tema e espera-se que o 
trabalho agora apresentado e as conclusões obtidas tenham permitido não só corresponder 
aos objetivos inicialmente delineados mas também proporcionar futuros desenvolvimentos 
utilizando metodologias baseadas no EPSO que se demonstrou bastante promissor. 
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Dados dos aproveitamentos 
Central 1 2 3 4 
Vol inicial (m3) 900000000 20000000 30000000 9000000 
Vol final (m3) 900000000 20000000 30000000 9000000 
Volu min (m3) 800000000 10000000 10000000 8000000 
Vol máx (m3) 1000000000 30000000 50000000 10000000 
Caudal turb máx 400 120 70 50 
Caudal bomb máx 400 120 70 50 
Descarregamento 
mín 
0 0 0 0 
Queda Nominal (m) 50 100 150 500 
𝝁𝑻 0,88 0,89 0,89 0,9 
𝝁𝑩 0,92 0,93 0,93 0,93 
Se considerado variação da queda 
Vol max (m3) 800000000 10000000 10000000 8000000 
Vol min (m3) 900000000 20000000 30000000 9000000 
y=m*x+b 
m 0,000000025 0,00000025 0,000000125 0,000005 
b 30 97,5 148,75 455 
Nivel Max  (m) 55 105 155 505 
Nivel Min (m) 50 100 150 495 
Nivel Jusante (m) 5 5 5 5 
Queda Max (m) 50 100 150 500 
Queda Min (m) 45 95 145 490 



















1 100 50 0 85 0 0 0 
2 100 50 0 86 0 0 0 
3 100 50 0 87 0 50 0 
4 0 50 0 88 0 50 0 
5 0 50 0 89 0 50 0 
6 0 50 0 90 0 50 0 
7 0 50 0 91 0 50 0 
8 0 50 0 92 0 50 0 
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9 0 50 0 93 100 50 0 
10 0 50 0 94 100 50 0 
11 0 50 0 95 100 50 0 
12 0 50 0 96 0 50 0 
13 0 50 100 97 0 50 0 
14 0 50 100 98 0 50 0 
15 0 50 100 99 0 50 0 
16 0 50 100 100 0 50 0 
17 0 50 100 101 0 50 0 
18 0 50 0 102 0 50 0 
19 0 50 0 103 0 50 0 
20 0 50 0 104 0 0 0 
21 0 50 0 105 0 0 0 
22 0 50 0 106 0 0 0 
23 0 50 0 107 0 0 0 
24 0 0 0 108 0 0 0 
25 0 0 0 109 0 0 0 
26 0 0 0 110 0 0 0 
27 0 0 0 111 0 0 0 
28 0 0 0 112 0 0 0 
29 0 0 0 113 0 0 0 
30 0 0 0 114 0 0 0 
31 0 0 0 115 0 0 0 
32 0 0 0 116 100 50 0 
33 0 0 0 117 100 50 0 
34 0 0 0 118 100 50 0 
35 0 0 0 119 0 50 0 
36 0 0 0 120 0 50 0 
37 0 0 0 121 0 50 0 
38 0 0 0 122 0 50 0 
39 0 0 0 123 0 50 0 
40 0 0 0 124 0 50 0 
41 0 0 0 125 0 50 0 
42 0 0 0 126 0 50 0 
43 0 0 0 127 0 50 0 
44 0 0 0 128 0 50 100 
45 0 0 0 129 0 50 100 
46 0 0 0 130 0 50 100 
47 100 50 0 131 0 50 100 
48 100 50 0 132 0 50 100 
49 100 50 0 133 0 50 0 
50 0 50 0 134 0 50 0 
51 0 50 0 135 0 50 0 
52 0 50 0 136 0 50 0 
53 0 50 0 137 0 50 0 
54 0 50 0 138 0 50 0 
55 0 50 0 139 100 50 0 
56 0 50 0 140 100 50 0 
57 0 50 0 141 100 50 0 
58 0 50 0 142 0 50 0 
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59 0 50 100 143 0 50 0 
60 0 50 100 144 0 0 0 
61 0 50 100 145 0 0 0 
62 0 50 100 146 0 0 0 
63 0 50 100 147 0 0 0 
64 0 50 0 148 0 0 0 
65 0 50 0 149 0 0 0 
66 0 50 0 150 0 0 0 
67 0 50 0 151 0 0 0 
68 0 50 0 152 0 0 0 
69 0 50 0 153 0 0 0 
70 0 0 0 154 0 0 0 
71 0 0 0 155 0 0 0 
72 0 0 0 156 0 0 0 
73 0 0 0 157 0 0 0 
74 0 0 0 158 0 0 0 
75 0 0 0 159 0 0 0 
76 0 0 0 160 0 0 0 
77 0 0 0 161 0 0 0 
78 0 0 0 162 0 0 0 
79 0 0 0 163 0 0 0 
80 0 0 0 164 0 0 0 
81 0 0 0 165 0 0 0 
82 0 0 0 166 0 0 0 
83 0 0 0 167 0 0 0 
84 0 0 0 168 0 0 0 
 








1 55,00 57 58,13 113 62,62 
2 45,00 58 63,65 114 63,75 
3 46,50 59 71,33 115 89,87 
4 45,44 60 69,18 116 82,88 
5 45,52 61 73,22 117 85,90 
6 45,51 62 67,48 118 80,75 
7 45,58 63 61,15 119 65,27 
8 55,49 64 57,78 120 77,77 
9 56,16 65 60,07 121 47,98 
10 61,75 66 64,40 122 35,66 
11 72,50 67 91,77 123 35,58 
12 71,74 68 83,14 124 35,31 
13 72,42 69 85,48 125 35,52 
14 66,25 70 79,21 126 33,62 
15 61,07 71 66,30 127 38,01 
16 58,95 72 76,42 128 49,88 
17 58,50 73 59,97 129 46,77 
18 62,00 74 46,73 130 53,66 
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19 90,60 75 46,29 131 55,76 
20 85,00 76 44,67 132 56,70 
21 85,00 77 45,35 133 56,35 
22 80,47 78 44,10 134 54,15 
23 70,00 79 47,54 135 49,28 
24 79,72 80 59,58 136 43,47 
25 56,20 81 57,92 137 50,27 
26 46,25 82 64,25 138 51,16 
27 46,02 83 71,86 139 73,09 
28 45,74 84 69,18 140 66,00 
29 45,36 85 71,71 141 68,42 
30 43,75 86 68,26 142 62,56 
31 43,89 87 63,00 143 50,94 
32 58,08 88 56,64 144 61,84 
33 56,15 89 61,68 145 34,96 
34 64,18 90 63,61 146 24,20 
35 70,24 91 91,20 147 25,60 
36 70,18 92 81,84 148 26,45 
37 72,63 93 84,76 149 25,71 
38 66,36 94 79,98 150 25,30 
39 59,78 95 66,22 151 25,64 
40 59,06 96 78,75 152 35,89 
41 60,64 97 58,44 153 32,30 
42 64,44 98 45,23 154 37,23 
43 91,91 99 44,11 155 38,73 
44 83,13 100 43,92 156 39,25 
45 84,49 101 45,62 157 38,74 
46 80,96 102 43,41 158 37,37 
47 67,05 103 47,65 159 36,20 
48 78,22 104 59,96 160 30,38 
49 57,41 105 59,03 161 36,25 
50 47,50 106 65,00 162 37,71 
51 45,69 107 72,28 163 51,78 
52 44,42 108 68,57 164 46,44 
53 45,50 109 71,29 165 48,06 
54 44,16 110 68,53 166 44,04 
55 45,63 111 62,20 167 36,44 
56 59,66 112 55,01 168 42,68 
Preços usados nos vários modelos. 
  
 
 
